Liny podtrzymujące most wiszący mają kształt paraboli (na zdjęciu most 
Golden Gate w San Francisco). 


Funkcję postaci f(x) = ax? + bz + c (a,b,c € R, Y 
a 4 0) nazywamy funkcją kwadratową lub trójmia- 
nem kwadratowym. Wykres funkcji kwadratowej na- 
zywamy parabolą. Mówimy „parabola określona rów- 
naniem y = ag? + bx + c” lub krótko: „parabola 
y =ar? +br+ e. 

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji kwa- 
dratowej f(z) = -iz + c + $. 


7. Funkcja kwadratowa 291 Emme 


Uczeń: 
— szkicuje wykres funkcji 


f(v) = aa”, 
— podaje własności funkcji 
f(v) = aa”, 


— stosuje własności funkcji 
f(x) = aa” do rozwiązywania 
zadań. 


Ćwiczenie 1 


Multiteka 


e Postać ogólna funkcji 
kwadratowej 
e Wykres funkcji kwadratowej 
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7.1. Wykres funkcji f(x) = ax? 


Na rysunku poniżej przedstawiono parabolę, która jest wykresem funkcji 
f(x) = x?. Jej dziedziną jest zbiór liczb rzeczywistych, a zbiorem wartości 
— przedział (0; oo). Z wykresu możemy odczytać następujące własności: 

Yi | a) ramiona paraboli są skierowane do góry, 

) oś OY jest osią symetrii paraboli, 

c) punkt (0,0) jest wierzchołkiem paraboli, 

) funkcja f jest malejąca w przedziale 

(—00; 0) i rosnąca w przedziale (0; oo), 

e) dla x = 0 funkcja f przyjmuje wartość 
najmniejszą równą zeru, natomiast dla 
każdego «x Æ 0 prawdziwa jest nierówność 
f(x) > 0, 

f) funkcja f nie przyjmuje wartości najwięk- 
szej. 


Ćwiczenie 1 
Sporządź odpowiednie tabele wartości funkcji i naszkicuj w jednym układzie 
współrzędnych wykresy funkcji f,(z) = x°, fą(1) = 22? i f(x) = za”. 


YA 


Parabole y = {z?°, y = x°, y = 4a? zostały 
dla porównania naszkicowane w jednym 
układzie współrzędnych. Zwróć uwagę na za- 
leżność między współczynnikiem a w równa- 
niu paraboli y = aa? i rozchyleniem ramion 
tej paraboli. 


Ćwiczenie 2 

Czy punkt P należy do paraboli y = 4a?? 

b) ?(4,32) d) P(—2,16) 

Ćwiczenie 3 

Dla jakiej wartości współczynnika a punkt Q należy do paraboli y = aa?? 
Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 3 

a) 4-(-4)=4 #1 - nie należy a) a: 1? = 6, zatem a = 6 

b) 4: 4? = 64 £ 32 — nie należy b) a: 2? = 8, zatem a = 2 

c) 4: (4)? = 1 - należy c) a: (—4)? = 8, zatem a = 0,5 

d) 4- (—2)? = 16 — należy d) a: (—8)? = 48, zatem a = 0,75 


Wykres funkcji y = ~x? można otrzymać, od- 
bijając symetrycznie względem osi OX wykres 
funkcji y = 2”. Zwróć uwagę na to, że ramiona 
paraboli będącej wykresem funkcji y = —a? są 
skierowane w dół. 


Ćwiczenie 4 

a) rośnie w (—00;0), 
maleje w (0; oo) 

b) oś symetrii: z = 0, 
wierzchołek: (0, 0) 


Ćwiczenie 4 
a) Podaj przedziały monotoniczności funkcji 
f(a) = —a?. 
b) Podaj równanie osi symetrii i współrzędne 
wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji 


f(x) = =z. 


Ćwiczenie 5 Ćwiczenie 5 
Wykresy funkcji fı, f2, f3, fa, fs (rysunek poniżej) otrzymano, odbijając syme- filz) = —4a7, 
trycznie względem osi OX wykresy funkcji y = ża”,y=qa,y=au,y=2a, falz) = —2a?, 
y =4a?. Podaj wzory funkcji fi, fo, fs, fa, fo fa(0) = —a”, 
fale) = ga”, 
fs(0) = -ga” 


PAY 


Wartość współczynnika a we wzorze funkcji f(x) = aa”, a £ 0, decyduje 
o tym, czy ramiona paraboli będącej jej wykresem skierowane są do góry 
(gdy a > 0) czy do dołu (gdy a < 0) oraz o tym, jak bardzo są rozchylone. 


Ćwiczenie 6 

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = aa”, jeśli należy do niego punkt P. Podaj 
pięć punktów należących do wykresu funkcji f, których obie współrzędne są 
całkowite. 


a) P(2, —4) b) P(3,—1) c) P(>v2, —6) d) P(-2v2, —4) 


Ćwiczenie 6 

Wzory funkcji i przykładowe punkty: 
e) JE = ASTM, 
J (1, =í) (2, —4) 

(c) = Ar (—2, —16), (—1, —4), 


= 
e 
© 


J 
(0,0), (L=. (2 =16) 

6) SG) = 3%, (+2 15), = 11=5). 
(0,0), (1,=5). (2 = 12) 

d) f(x) = LM ( ep 8), ( 2, 2), 
(0,0), (2, —2), (4, —8) 
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Odpowiedzi do zadań 
1. a) f(D) = (—8; 0) 


b) f(D) = (0;4) 
c) f(D) = (0; 12) 
d) f(D) = (-8; —2) 
2Ay-5,By=.2c, 
0 y = 1a”, IDĘ 7 = si, 
BYS 
3. a) y= x° 
b) y = V22? 
c) y = -42° 
d) y = -37° 
4. a) 2 
b) 10 


5. Z warunków zadania: 
A(—z,4), B(x, 4) 
oraz: 
|z| = 1|AB] 
Po podstawieniu współrzęd- 
nych punktu A do równania 
paraboli otrzymujemy: 


a(Ł|ABI}? = 4 
i stąd a = ABE" 
a) =: —1 
Bros, 


c) a= 6; 
ES 


G 
= 


6. PaoB = 4|2x] -3 = 12, zatem 
|x| = 4, czyli do paraboli nale- 
żą punkty: A(4,3) i B(—4,3) 
(lub A(—4,3) i B(4,3)). 
Równanie paraboli ma po- 
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Zadania 


1. 


Naszkicuj wykres funkcji f o dziedzinie D. Podaj zbiór wartości tej funkcji. 
a) f(a)=-la?, D=(-2%4) e) f(o)=3e, D=(-1:2) 
b) f(x) = żxz?, D = (—4; 2) d) f(£) = —2x°, D = (1;2) 


4 


Które z poniższych parabol dane są równaniami: y = x°, y = ża”, y = ga”? 


Podaj równania pozostałych parabol. 


Yt : AJB/ C D E 


1 


O| 1 i X 


Dla której spośród trzech podanych funkcji odległość od osi OX punktu 
o odciętej x = 1 należącego do jej wykresu jest najmniejsza? 

a) y =°, y=4a”, y= 6a” co) y =i, y= 3r, y = 23r? 
b) y = ĉx?, y = V2r?, y=2r? d) y=-3r?, y=nu, y= 3,14r? 


2 


Punkty P(z1,y1) I Q(£2, Y2) należą do paraboli y = az?. Oblicz odległość 
punktu Q od osi OX, jeśli: 

a) 11 =3, yı =-3, Tą = —2, b) m; = <Ży2, yı = 20, m = 2. 
Prosta y = 4 przecina parabolę y = az? w punktach A i B. Oblicz a, jeśli: 
a) |AB|=2, b) |AB| =8, c) |AB| = ż, d) |AB| = 2v2. 
Punkty: O(0,0), A(x,3) i B(—zx,3) należą do paraboli y = ax”. Naszkicuj 
tę parabolę, jeśli pole trójkąta AOB jest równe 12. 


a) Podaj dziedzinę i wzór funkcji opisującej pole kwadratowej działki bu- 
dowlanej w zależności od długości przekątnej x. Naszkicuj jej wykres. 

b) Podaj dziedzinę i wzór funkcji opisującej pole prostokątnej działki bu- 
dowlanej w zależności od długości przekątnej x, jeżeli wiadomo, że działkę 
można podzielić na dwa kwadraty. 


. a) Oznaczmy bok działki 151 | b) Oznaczmy boki działki przez a 
przez a. Wówczas: i 2a. 
B=G 2, czyli a = z. 
P(a) = te?, D = (0;00) M 


2a 
Wówczas z? = 4a? + a? = 5a”, 
1 j0.- 1.2 
czyli a” = ga. 


He) = = AB D = (0; oo) 


7.2. Przesunięcie wykresu funkcji 


f(x) = ax* o wektor 


Przykład 1 
Wykres funkcji f(x) = 2x2? — 4 otrzymamy, 
przesuwając parabolę y = 2z? o 4 jednostki 


w dół, czyli o wektor u = [0, —4] (rysunek 
obok). 

Ćwiczenie 1 

Naszkicuj wykres funkcji f i określ jej zbiór 
wartości. 

a) f(u)=27-3 c) f(x) = —2r? — 4 
b) f(z)=27+1 d) f(x) = —2xz? +2 
Przykład 2 


Wykres funkcji f(x) = 2(x — 3)? otrzymamy, 
przesuwając parabolę y = 2a” o 3 jednostki 
w prawo, czyli o wektor w = [3,0] (rysunek 
obok). 


Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze- 
działy monotoniczności. 

a) f(z)=(1+3)* œ) 
b) f(z)= (x-1) d) 


Przykład 3 

Wykres funkcji f(x) = (1—2)?+1 otrzymamy, 
przesuwając parabolę y = z? o 2 jednostki 
w prawo, a następnie o 1 jednostkę w górę, 
lub bezpośrednio o wektor u = [2,1]. 


Ćwiczenie 3 

Naszkicuj wykres funkcji f. 
a) f(x) = (1 —3)7 -2 

b) /(z) = (1 +2)” +1 


Ćwiczenie 3 


Uczeń: 

— podaje wzór funkcji 
kwadratowej otrzymanej 
w wyniku przesunięcia 
wykresu funkcji f(x) = az” 
o wektor, 

— szkicuje wykresy funkcji 
postaci f(x) = a(x — p)? + q 
i podaje ich własności, 

— stosuje własności funkcji 
f(z) = alz — p)? + q 
do rozwiązywania zadań. 


Ćwiczenie 1 


Ćwiczenie 2 

a) maleje w (—00; —3), 
rośnie w (—3; oo) 

b) maleje w (—oc; 1), 
rośnie w (1; oo) 

c) rośnie w (—00; —2), 
maleje w (—2; oo) 

d) rośnie w (—00; 2), 
maleje w (2; oo) 


Multiteka 


e Postać kanoniczna funkcji 
kwadratowej 
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Ćwiczenie 4 
a) [-6,-3] b) [1,0] 


Komentarz 

Warto przypomnieć uczniom, 
że funkcja kwadratowa nie jest 
monotoniczna w swojej dzie- 
dzinie — jest przedziałami mono- 
toniczna (patrz przykład 3 ze 
str. 168). 


Należy również podkreślić 
zależność między współczyn- 
nikiem p a przedziałami mono- 
toniczności funkcji oraz między 
współczynnikiem q a zbiorem 
wartości funkcji. 
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Wykres funkcji f(x) = a(x — p)? + q, gdzie a Æ 0, otrzymujemy przez 
przesunięcie wykresu funkcji y = ax? o wektor |p, q]. 


Wierzchołkiem paraboli będącej wykresem funkcji f jest punkt (p, q). 


Jej osią symetrii jest prosta z = p. 


Ćwiczenie 4 


O jaki wektor należy przesunąć parabolę daną wzorem y = 2a, aby otrzymać 


wykres funkcji: 
a) f(x) = 2(x + 6)? —3, 


b) f(x) = 2a? — 4x + 2? 


Poniższe własności funkcji f(x) = a(x — p)? + q zależą od współczynnika a. 


Y 


a>0 


ramiona paraboli są skierowane do góry 

dla x = p funkcja osiąga wartość naj- 
mniejszą y = q 

funkcja maleje w przedziale (—00; p) 

funkcja rośnie w przedziale (p; oo) 


zbiorem wartości funkcji jest przedział 


(q; oo) 


a<0 


ramiona paraboli są skierowane w dół 

dla x = p funkcja osiąga wartość naj- 
większą y=q 

funkcja rośnie w przedziale (—o00; p) 

funkcja maleje w przedziale (p; oo) 

zbiorem wartości funkcji jest przedział 
(—00; q) 


Ćwiczenie 5 


Podaj przedziały monotoniczności i zbiór wartości funkcji f oraz współrzędne 
wierzchołka paraboli będącej jej wykresem. Naszkicuj tę parabolę. 


a) f(x) = 2(x — 3) — 4 c) f(x) = 
d) f(z) = — 


b) f(x) = (£ +2) +2 


Ćwiczenie 5 

a) maleje w (—o0; 3), rośnie w (3; oo), 
f(D) = (—4;00), W (3, —4) 
b) maleje w (—0o; —2), rośnie w (—2;00), 
f(D) = (2;00), W(—2,2) 
c) rośnie w (—0o; —4), maleje w (—4;00), 
PED) = (es; =), W1) 
d 
Í 


( 
) rośnie w (—o0; 1), maleje w (1; o0), 


oo; 1) 
(D) = (—00;3), W(1,3) 


—(z + 4)? — 


t(x- 1)” +3 


Zadania 


1. 


Wykres funkcji f(x) = x? przesuń o wektor a. Następnie podaj wzór 
otrzymanej funkcji oraz jej przedziały monotoniczności. 
a) w = [1,2] b) u=[1, —2] c) w = |-3, —2] 


d) w = [-2, —4] 


Naszkicuj parabolę, którą otrzymamy przez przesunięcie wykresu funkcji 
f(x) = —z? o wektor u. Podaj współrzędne jej wierzchołka i równanie jej 
osi symetrii. 

a) v = |=2;4] b) u=[-3,-1] c) u= 


[2.2 d) a = [3, —1] 


Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości. 
a) f(x) =2(x — 1)? —4 c) f(x) =—2(1+3)7+2 
b) f(a) = 1(6+2)7 +1 d) f(a) = -I(6—4)7+4 


Wykres funkcji g powstaje przez przesunięcie wykresu funkcji f o wek- 
tor «u. Przerysuj tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. 


Wzór funkcji f Wektor u Wzór funkcji g 
f(z) = 5z? -3 v =|-1,5] g(x) =5(x +1)? +2 
fiz) = 4r u = |-2,3] g(x) = 4(x + 2)?” +3 
f(a) = za?” — 10 =l[7,-3] | g(a) = z(0— 7) — 13 
f(x) =2(x -5+3 u = |4, —6] glx) = 2(x — 9)? — 3 


Punkty F i G są wierzchołkami parabol będących wykresami funkcji f i g. 
Wyznacz współrzędne wektora FQi naszkicuj obie parabole. 


a) f(z) =3(@ +1) —1, g(x) = z(0—3)7 +2 
b) f(z)=4—2(x+1)”, g(x) =2— 2(xz +3) 
c) f(£)=-3(z- 2) +4, g(x) = -3(z +1)? -1 
d) f(z) =2- z(x+1)?, g(z) = -1 -3(2- 3) 


Do wykresu funkcji f(x) = ax? +q należy punkt P(—1,2). Podaj wzór tej 
funkcji, jeśli wiadomo, że jej zbiorem wartości jest przedział: 
a) (l;oo), b) (0;00), e) (-00;3), d) (—00;6). 


Oblicz wartość współczynnika p i naszkicuj parabolę y = (x — p)? — 1, jeśli 
należą do niej punkty Ai B. 


a) A(—4,3), B(0,3) b) A(—1,8), B(5,8) 


7. Zauważmy, że punkty A i B mają równe rzędne. 
b) (—1 - p)? 


1=p 
YA 


a) (-4-p)” 22 1=(5-p))-1, p=2 


7.2. Przesunięcie wykresu funkcji f(x) = 


Odpowiedzi do zadań 
1: a) y = (x-1)? +2, 
maleje w (—0o; 1), 

rośnie w (1; oo) 
g= e= -a 
maleje w (—0o; 1), 
rośnie w (1; oo) 
c) y= w+ = 2, 
maleje w (—00; —3), 
rośnie w (—3; oo) 
d) y= (z +2)? — 4, 
maleje w (—00; —2), 
rośnie w e. 5) 

2. a) W(—2,4), a =—2 


b) W(-3. 1) 1 = 73 
c) W(2,2),1=2 
d) W(3,—1),x=3 
3. a) f(D) = (—4;00) 
b) f(D) = (1;00) 
c) f(D) = (=00;2) 
d) f(D) = (=00;4) 
5. a) FG = [4,3] 
b) FG = |-2, —2] 
c) FG = [-3, —5] 
d) FG = [4, —3] 
6. a) f(c)= ax” 1 
b) f(x) = 2x? 
c) f(z) 2 +3 
d) f(z) = —4r° +6 
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Uczeń: 

— podaje wzór funkcji 
kwadratowej w postaci 
ogólnej i kanonicznej, 

— oblicza wyróżnik trójmianu 
kwadratowego, 

— oblicza współrzędne wierz- 
chołka paraboli, podaje 
równanie jej osi symetrii, 

— przekształca postać ogólną 
funkcji kwadratowej do 
postaci kanonicznej (z zasto- 
sowaniem uzupełniania do 
kwadratu lub wzoru na 
współrzędne wierzchołka 
paraboli) i szkicuje jej 
wykres, 

— przekształca postać kano- 
niczną funkcji kwadratowej 
do postaci ogólnej, 

— wyznacza wzór ogólny funkcji 
kwadratowej, mając dane 
współrzędne wierzchołka 
i innego punktu jej wykresu, 

— wyprowadza wzory na współ- 
rzędne wierzchołka paraboli. 


Ćwiczenie 1 
a) y= —2(x° — 6x +9) + 6 = 
= =" + 12g — 12 


b) y 2(2%+z+31)+5= 
= 5 — z0+ 5 

c) y=3(x* — 10x + 25) +9 = 
= 3x? — 30x + 84 


Multitega 


e Postać ogólna funkcji 
kwadratowej 

e Postać kanoniczna funkcji 
kwadratowej 

e Wykres funkcji kwadratowej 
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7.3. Postać kanoniczna i postać ogólna 
funkcji kwadratowej 
Definicja 
Postać: 5 r 
y =ar’ +br+c, gdzie a,b,c ER, a #0 
nazywamy postacią ogólną funkcji kwadratowej. 
E y= ale = w o gdzie a,p,g ER, az£0 
nazywamy postacią kanoniczną funkcji kwadratowej. 


Uwaga. Funkcję kwadratową nazywamy też trójmianem kwadratowym. 
Ćwiczenie 1 


Przeczytaj przykład w ramce pokazujący, w jaki sposób przejść od postaci 
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogólnej. 


a) y=ś3(1—4)7-7= Postać kanoniczna 
= 3(g” — 8r + 16) — T= Korzystamy ze wzoru (a — b)” = a? — 2ab + b°. 
= 3x? — 24x +41 Postać ogólna 
2 
b) y= —4(x + 1) +]1= Postać kanoniczna 
= 4(a? -z+ 2) H1= Korzystamy ze wzoru (a +b)” = a” + 2ab + b’. 
=A =r Postać ogólna 


Przedstaw funkcję kwadratową w postaci ogólnej. 
a) y = —2(x — 3)? + 6 b)y=-z(2+3) +: c) y =3(x— 5) +9 


Przejście od postaci ogólnej funkcji kwadratowej do postaci kanonicznej wy- 
maga zastosowania uzupełniania do kwadratu. 


Przykład 1 
Przedstaw funkcję kwadratową w postaci kanonicznej. 
a) y = z? — 10x + 27 = Postać ogólna 
= z? — 2. 5x +27 = Współczynnik —10 zapisujemy jako —2 : 5. 


Dodajemy i odejmujemy 25 = 5? 
=r? —?. z = Jemy Jmujemy 49 = 9 , 
zu 2-50 + 25 — 25 + 27 = czyli uzupełniamy do kwadratu 


(x — 5): —25+2/= Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a” — 2ab + b’. 
= (z- 5)? + 2 Postać kanoniczna 


b) y = r? + 5r +3 = Postać ogólna 
=r? +2: Žr +3 = Współczynnik 5 zapisujemy jako 2 - 5. 


2 2 
=g +2. 5r + (ž) = (3) +3= Dodajemy i odejmujemy (5)”. 


= 5\2_ 25 — Korzystamy ze wzoru 
=(s+z) -7+3= (a +b)? = a? + 2ab + b?. 


= (x 7 5) m pa Postać kanoniczna 
Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
Przedstaw funkcję kwadratową w postaci kanonicznej. Podaj współrzędne ay 2 -80--6= 
wierzchołka paraboli będącej wykresem tej funkcji. =0 24016 CG = 
a) y =° — 8r +6 c)y=r -6x-—2 ey=«+a+z = (x — 4)? — 10, 
b) y = x? +4r +8 d) y = x? — 3x +1 f) y=xr°—- x-2 a 


b)y=«x*+4xz+8= 


= Pó, 5 È 
Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = a(x — p)? +q jest mos A = 


= 2 
parabola o wierzchołku (p,q). Współrzędne wierzchołka o aż 
. W(—2,4) 
paraboli oznaczamy także (£w, Yw). 
0) = === 
Twierdzenie =2*-2-3:+9-9-2= 
=(6=3P=iL 
Parabola y = ax” + bx + c ma wierzchołek w punkcie o współrzędnych: W (3, —11) 
By z, yw = —, gdzie A =b? — 4ac d) y = 2? — 3x +1 = 
w 2a” w fp © y = xz" — 3z + 1 = 
Wyrażenie A nazywamy wyróżnikiem trójmianu kwadratowego. =a -2 wto 
m (x c= ż) ci 5, 
5 6 
Dowód W(Z,=a) 
ae- Ta 
y = az? + bx + c = a(x? + èx) + c= a(x? +2. Lx) c= 6) 2 A aaa 
2 2 2 7) 2 3-an = r Pepti q = 
= a|(6+$) - żę] +c=a(v+$) -  +c=a(u+ż) — T 
Jest to postać kanoniczna funkcji y = a(x — p)? +q dla p = a iq= a zatem W(-3, 0) 
Iw =- Z, Yv =- 2. ijg=w=c== 
: =a-2-ż0+5-4-2= 
Ćwiczenie 3 = (z — 3)? — 4, 
Oblicz wyróżnik trójmianu kwadratowego. Was) 
a) y =x? +3r+1 c) y=? —4r+4 e) y = —4r? + 2r +4 Ćwiczenie 3 
b) y = 2x? + 4r +1 d) y = —2x? +6xr—-6 f) y= 2r? -— v2r-— + a) 5 b)8 c)0 d) —12 e) 12 
f) 4 
Ćwiczenie 4 
Wyznacz współrzędne wierzchołka paraboli. 
a) y = 4r? + 6x +3 bby==2e*+40+-1 c)y=ir =z+l 
Ćwiczenie 4 


a) A=—12, W(-5,3) 
b) A = 24, W (1,3) 
c) A=—1, W(1,5) 
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Komentarz 

Warto zwrócić uwagę uczniów 
na przykład 2, ponieważ zasto- 
sowany w nim sposób wyzna- 
czania drugiej współrzędnej 
wierzchołka paraboli yw w wielu 
przypadkach jest dużo szybszy 
niż korzystanie ze wzoru: 


Yo = wa * 


Ćwiczenie 5 
a) W(1,1) b) W(—14,6;) 


c) W(2,9) d) W(—1, —13) 


Odpowiedzi do zadań 

1. a) f2) = 2 r 22 A= 12 
b) f(c) = a +8u -— i 
AZŻZU 
c) f(«) = 2a? — 120 +4, 
AGI, 
d) f(x) = —3u” — 125 —4, 
A=9%6 


2. a) f(0) = (z +1)? + 2, 
W(-1,2) 
b) f(z) = (a — 2)? — 6, 
W (2, —6) 


c) f(z) = -(z +1) + 2, 

W(-1,2 

d) f(z) = —4(x — 1)? +5, 

W (1,5 

e) f(x) = 2(x +2)? — 15, 

W (—2, — 15) 

f) f(z) =—2(x +3) + 3, 

(Ą l 

g) /(z) =(z-3)”- 4, 

WY, 2) 

h) f(x) =—2(x — Z)” + 3, 

WIEŻ) 

i) f(«) = 3z? — 8, W(0,—8) 
3AIM=2 7) BWL 5) 

c) W(-1,3 
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Zauważmy, że jeśli wyznaczymy pierwszą współrzędną wierzchołka paraboli 
będącej wykresem funkcji kwadratowej f, to jego drugą współrzędną możemy 
obliczyć, korzystając z tego, że Yw = f (£w). 


Przykład 2 
Wyznacz współrzędne wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji: 
f(x) = —2a* + 8x —1 


Współczynniki a = —2, b = 8, więc a, = 2n S =2 


2a 2-(-9) 
f(zw) = f(2)=-2-2+8-:2-1=7. 


Wierzchołkiem paraboli jest punkt (2, 7). 


Współrzędna yw 


Ćwiczenie 5 
Wyznacz współrzędne wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji f, ko- 
rzystając z tego, że yu = f (£w). 
a) f(x) = 2x? — 4r +3 
b) f(x) = =x? — 3x +4 


c) f(x) =4gzr*-z+10 
d) f(x) = 3a? + 6x — 10 


Zadania 


1. Przedstaw trójmian kwadratowy f w postaci ogólnej i oblicz jego wyróżnik. 
a) f(z) =(z— 5)” —3 d) f(x) = -3(z +2)” +8 
b) f(z) = —(z — 4)” +5 e) f(z) = —3(z — 2) +2 
c) f(x) =2(x —3)? — 14 f) f(x) =3(1—3)7-9 
b 


—3, Yw =— 2 , wyznacz współrzędne wierz- 


2. Korzystając ze wzorów z, = 
chołka paraboli będącej wykresem funkcji f. Przedstaw funkcję f w postaci 
kanonicznej. 


a) f(z) =r? +2r+3 d) 
b) f(x) =x? —4r—-2 e) 
c) f(x) =r? —2r+1 f) 


f(x) = —427+8x+1 
f(x) = 2r? + 8x -— 7 
f(x) = —2xr°— 6r +2 


g) f(2) =- x 
h) f(x) = —2x7 + 6x 
i) f(x) = 3x? — 8 


3. Korzystając ze wzorów £w = -2 iyw = f(cw), wyznacz współrzędne 
wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji f. 


a) f(v) =2x17+6zr—3 b) f(z)=ża”-—1+4 c) f(z)=—3a7-6x 


4. Przedstaw funkcję f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres funkcji f, 


stosując odpowiednie przesunięcie paraboli y = z? lub y = —2?. 


a) f(x) =x? +2r+4 b) f(1)=—a*—6x—12 c) f(x) =—a*+4a 


4. a) f(s)=(c+1)7+3 b) f(2) = —(2+3)* —3 c) f(2) = —(a — 2) +4 
YA YA 
ih 
ON X 
i 
Í 
dh 
O| 1 X 


5. Przeczytaj podany w ramce przykład. 5. a) a = 1 oraz — >, =2, 


zatem b = —4. 
b) a = —1 oraz — >, = 4, 


Prosta x = 3 jest osią symetrii paraboli będącej wykresem funkcji 
zatem b = 8. 


f(x) = 5a” + bz +5. Oblicz współczynnik b. 


c) a = 2 oraz — z = —1, 
Gds akc jet potit = — zatem -> = 3, skąd: zatem b = 4. 
, A A e ; d) a = —3 oraz 
—6a = —6 3 = — =A = —f, łam b = =G. 


2a 
Prosta / jest osią symetrii paraboli będącej wykresem funkcji kwadrato- 
wej f. Oblicz współczynnik b. 
a) f(u)=a*+bx+4, liz=2 c) f(x) 2a” +br-— 1, l: x= -1 
b) fu)==r*+óbc=3, o=4 d) f(u)=—ga +ba= 1, l g= 6 


6. Oblicz współczynnik a funkcji kwadratowej f, jeśli wiadomo, że wierzcho- 6. a) b = 4 oraz — Š = 2, zatem 
łek paraboli będącej jej wykresem leży na prostej l. Zapisz wzór funkcji f u= =i e= ae 
w postaci kanonicznej. b) b = 6 oraz — s, = 1, zatem 
a) f(x) = az? +4rz—3, Eu=2 c) f(1)=aa* +2xu+5, l: u =—4 a = —3, f(z) = —3(x- 1)” +5 
b) f(z) =ar? +60+2, :z=1 d) f(u)=ax*-60-1, l: z=- c) b = 2 oraz — z, = —4, 
zatem a = 1, 
7. Przeczytaj podany w ramce przykład. f(z) = +(a +4)” +1 
d) b = —6 oraz -È = —$, 
Oblicz współczynniki b i c funkcji kwadratowej f(x) = £? + ba + c, zatem a = —2, 
której wykresem jest parabola o wierzchołku w punkcie (3, —2). Fa) = —2(: +3) +7 
b , 7. a) b = —4, c =8 
Ze wzoru z, = —— otrzymujemy: : 
CA Jemy b)b=2c=-2 
-z1 = 3, skąd b = —6. c) b= -—1,c=-ł 
Zatem f(x) = x? — 6x + c. Podstawiamy współrzędne punktu (3, —2) d) b = —20, c = 100 


do wzoru funkcji i otrzymujemy równość: 
—2 = 3? — 6 -3 + c, skąd c = 7. 


Szukane współczynniki: b = —6 i c= 7. 


Oblicz współczynniki b i c funkcji kwadratowej f(x) = x? + bx + c, jeśli 
wiadomo, że punkt W jest wierzchołkiem paraboli będącej jej wykresem. 


a) W (2,4) b) W(—1,—3) c) W(3,—1) d) W(10,0) 


8. Wyznacz współczynniki a i c funkcji kwadratowej f(x) = axz?+6x+c, jeśli 
wiadomo, że punkt W jest wierzchołkiem paraboli będącej jej wykresem. 
Zapisz wzór tej funkcji w postaci kanonicznej. 


a) W(—1,2) b) W(6, —3) c) W(2,4) d) W (—3,—1) 
8. a) -Ż = -È =—1, zatem a = 3. 


a= g (I e- (te wikcczh 
f(z) =3(z +1)? +2 

b) a = —4, c = —21, f(x) = —} (x — 6) — 3 
c) a=—-3, c= —2, E — 2) +4 
d)a=2, c= $, f(x) =2(1 +3) —1 
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9. a) f(x) = a(x — 2)” 


Punkt P(0, 2) należy do 
paraboli, czyli: 
Ż=rm(M_= 27 
skąd a = 
f(0) = 3 


z 

(z- 2}? = 

= zd” =Ż6 p 2, 

zatem b = —2, c = 2. 

b) f(z) =a(x+1)”-1 

Punkt P(0,0) należy do 

paraboli, czyli: 
=O= 

skąd a = 1. 

f@)=(z+1?-1= 


=x? + 2r, 


2 
si 


zatem b = 2, c=0. 

c) f(x) =ar F3 

Punkt P(3,1) należy do 

paraboli, czyli: 
1=a:3 +3 

skąd a = —g. 

f(1) = -Ża” +3, 

zatem b = (0, c=3. 

d) f(x) = a(x +1) +3 


Punkt P(—2,0) należy do 9. 
paraboli, czyli: 
0 =a(-2+ 1)? +3 
skąd a = —3. 
f(z) = —-3(2 +1)?” +3 = 
= —3r? — 62, 
zatem b = —6, c = 0. 10. 
e) f(a) = a(a — 1) +2 
1 = a(2—1)*+2, skąd a = —1. 
f(a) = —(c- 1)” +2= 
= u +2x+1 11. 
zatem b= 2, c= 1. 
f) f(a) = a(a — 2)? +4 
2=a(l22 A skąd 22. 
f(z) = —2(x — 2)7+4= 
=- 0 65 A „i 
zatem b = 8, c = —4. 
10. 
11. 
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Czy wiesz, że... 

Dla dowolnych dwóch punktów płaszczyzny (nie- 
leżących na prostej pionowej) istnieje nieskończe- 
nie wiele parabol opisanych za pomocą równania 
y = ax? + baz + c przechodzących przez te punkty 
(rysunek obok). 

Przez trzy niewspółliniowe punkty (z których żad- 
ne dwa nie leżą na prostej pionowej) przechodzi 


dokładnie jedna parabola y = az? +bx +c. Mając 
dane współrzędne tych punktów, możemy obliczyć współczynniki a, bi c. 
W tym celu rozwiązujemy odpowiedni układ równań. 
Na przykład, aby wyznaczyć równanie paraboli y = az? + bz + c prze- 
chodzącej przez punkty: A(—1,0), B(1, —4) i C(4,5), rozwiązujemy układ 
równań: 
a: (—1) +b. (—1)+c=0 
a-17+b-1+c=—4 
a-4+b-4+c=5 


Rozwiązaniem układu równań jest trójka liczb: 
a = 1, b = —2, c = —3, zatem szukana parabola 
jest dana równaniem y = a” — 2a — 3. 

Uwaga. Jeżeli mamy dany wierzchołek paraboli, to do wyznaczenia jej 
równania wystarczy znajomość jeszcze jednego należącego do niej punktu. 


Oblicz współczynniki a, b, c funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bz + c, jeśli 
wiadomo, że do paraboli będącej jej wykresem należy punkt P, a wierz- 
chołkiem tej paraboli jest punkt W. 

a) P(0,2), W(2,0) c) P(3,1), W(0,3) e) P(2,1), W(1,2) 
Wyznacz równanie paraboli, jeśli wiadomo, że przecina ona osie układu 
współrzędnych w punktach A, Bi C. Naszkicuj tę parabolę. 

a) A(0, 3), Bil, 0), C(3, 0) b) A(0, 6), B(—6, 0), C(2, 0) 
Wyznacz równanie paraboli przechodzącej przez punkty 4, B, C. 

a) A(—3, 1), B(0,4), C(1, 1) c) A(—5, 3), B(—1, —5), EU —3) 
O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji f, aby otrzymać parabolę 
przechodzącą przez punkty A(—2,0) i B(2,4)? 

a) f(x) = x° b) f(z) = -x° 

a ; 
A A 12.ajy=z aa 
Do e E 2) +b:(-2)+e 
=) 
a) y= n  2u-4 a= oare 
= l e= =Z 
Dg= ata BENA N A 2 i —_ 9 
D A B= a a=] 5572-23 

cjy=gv +2-5 AE 1 0 

nor m Wektor przesunięcia: [—3, —3]. 

U= m 20 5 bb-=1,c=6, 
2 
p=} a=-(3) +4+6- 


Wektor przesunięcia: [5, |]. 


Warto powtórzyć 


Obliczanie wartości trójmianu kwadratowego : 
Odpowiedzi do zadań 


1. Oblicz wartość wyrażenia dla z = —2 i dla xz = —3. 1. a) 4, 12 b) 45, 13 
a) x? — 3x — 6 b) 2x? + z — 5 c) —3xa* + 2r — 1 c) —17, —34 
2. Oblicz wartość wyrażenia dla x = —5 i dla z = ż. 2. a) 5,24 b) -5,—5 c) 3, —15 
a) 4x? — 20 +8 b) 8x? + 4a — 1 c) —2u7 — 60 + t 
3. Oblicz wartości funkcji f, g, h dla argumentu z = —2i uporządkuj je 3. a) g(-2) = —17, 
w kolejności rosnącej. /(—2) = =15, 
h(-2) =-7 


a) f(x) = —x” + 6x + 1, g(z) = 2x? + 10z — 5, h(x) = —32? — ża +4 
b) f(x) = ix? + łzs- 7, glz) = gu” + gu — 8, h(x) = -# x? -z —4 


4. Dana jest funkcja f(x) = —łx?° — ża + c. Oblicz współczynnik c, jeśli: 4.a)c=7 b)c=20 

a) [(-0=9, b) (4) = —2, c) f(-2V2) = —6. c) c=-5v2 
5. Sprawdź, które spośród punktów: 5. As (=l)=0=42<22-%4/2 

A(—1,2 = 3V2), B(>42 10 — 2V2), C(-2,8), B: FC = = 6-2v2 # 10—2V2 
D(1+ v2,4+ V2), E(V2,8 — 2v2) su) 8 = 
i ; z 2 5 D: f +v2)=4+ 
nie należą do wykresu funkcji f(x) = 2a? — v2a — 2V2. 
j i DA E: [(V2) = 2 — 2V2 # 8 — 2/2 
Twierdzenie Zatem nie należą punkty: 
A, B, E. 


Jeśli dla dwóch różnych argumentów 
£ı, £o funkcja kwadratowa przyjmuje 
tę samą wartość, to oś symetrii para- 
boli będącej wykresem tej funkcji jest 
prostą określoną za pomocą równania 


— £11+2z2 i 
c=". i 


6. Sprawdź, czy f(—3) = f(1). Podaj równanie osi symetrii paraboli będącej 
wykresem funkcji f oraz współrzędne wierzchołka tej paraboli. 
a) f(z)=3żax*+x—1 b) f(x) = —2a* — 40 +2 

7. Oblicz f(—2), f(—1), /(1) i f(2). Podaj równanie osi symetrii oraz współ- 
rzędne wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji f. 


a) f(z)=a-x-2 c) f(x) =—2x* + 6x —4 
b) f(x) = 2a” — 6x — 2 d) f(x) = —6x” — 6x +8 
6. a) f(—3) = f(1), zatem oś symetrii: z = —1, a wierzchołek: W (—1, —3). 


)= 
b) f(—3) = f(1), zatem oś symetrii: z = —1, a wierzchołek: W (—1, 4). 
7. a) [(-2) = 4, f(—1) =0, f(1) = —2, f(2) = 0, zatem oś symetrii: z = 5, 
a wierzchołek: W (5, —23). 
b) /(-2) = 18, f(-1) =6, f(1) = —6, f(2) = —6, zatem oś symetrii: z = Ż, 
13 
2 


a wierzchołek: W (>, — 33). 

c) /(-2) = —24, f(—1) = —12, f(1) =0, f(2) = 0, zatem oś symetrii: x = Ż, 

a wierzchołek: W(Ż, 3). 

d) f(—2) = —4, f | = >. (1) = —4, f(2) = —28, zatem oś symetrii: z = — 4, 


SW TN 
dB 
YE 

— 


a wierzchołek: W 
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Uczeń: 7.4. Równania kwadratowe (1) 


— stosuje wzory skróconego 
mnożenia oraz zasadę wyłą- 


czania wspólnego czynnika Przykład 1 
przed nawias do przedsta- Naszkicuj wykres funkcji i odczytaj z niego miejsca zerowe tej funkcji. 
wiania wyrażenia w postaci a) y= Poda b) y= r? +óg—2 
iloczynu, 
— rozwiązuje równanie Po przekształceniu do postaci ka- Po przekształceniu do postaci kanonicz- 
kwadratowe przez rozkład nonicznej mamy: y = (1—2)—4. nej mamy: y= (x +1)? — 3. 


na czynniki, 


— interpretuje geometrycznie : 
rozwiązania równania > 
kwadratowego, X 

— rozwiązuje równania X i 
kwadratowe z wartością 
bezwzględną. 

Z wykresu można odczytać tylko przybli- 
żone wartości miejsc zerowych. Wyzna- 
Z wykresu można odczytać miej- czenie ich dokładnych wartości wymaga 
sca zerowe: x = Qi x = 4. rozwiązania równania x? + 2x — 2 = 0. 
Rozwiązania równania kwadratowego ax? + bz + c = 0 (a Æ 0) to miejsca 
zerowe funkcji y = ax? + bz + c. 
Ćwiczenie 1 Ćwiczenie 1 
Równanie kwadratowe może Na rysunkach poniżej przedstawiono możliwe położenia wykresu funkcji kwa- 


mieć 2 rozwiązania, 1 rozwiąza- 


i EGZ dratowej względem osi OX. Ile rozwiązań może mieć równanie kwadratowe 
nie lub 0 rozwiązań. 


aa? + bz + c = 0, gdzie a ź 0? 


Uwaga. Rozwiązanie równania z niewiadomą x polega na wyznaczeniu wszyst- 
kich wartości z, dla których równanie jest spełnione. Zbiór tych z nazywamy 
zbiorem rozwiązań równania. Rozwiązania równania nazywane są również jego 
pierwiastkami. 


Multiteka 


e Wykres funkcji kwadratowej 
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Przykład 2 


Rozwiąż równanie 4a? — 8x = 0. DE qowomycha, PER: 


Lewą stronę równania rozkładamy wtedy i A s gdy 
na czynniki: AEO AZT 
4x(x —2)=0 
czyli x = 0 lub z — 2 = 0, zatem x = 0 lub z = 2. 
Zbiorem rozwiązań równania jest zbiór: {0,2}. 
Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
Podaj zbiór rozwiązań równania. a) (-2,0) 
a) 3x? + 6x = 0 b) 7z — 3x? = 0 c) 25% = Ba d) 81 = ża” b) [0,5 


c) (0,3) 
W niektórych przykładach przy rozkładzie trójmianu kwadratowego na czyn- d) £0, 16) 
niki liniowe możemy skorzystać ze wzorów skróconego mnożenia. 


Przykład 3 
Rozwiąż równanie 42? — 9 = 0. 
Korzystamy ze wzoru na różnicę kwadratów: 4x? — 9 = (2x + 3) (2x — 3). 
(2x + 3)(22 —3)=0 
2x+3=0 lub 2x—3=0 


cr=-$ lub z=ż 
Ćwiczenie 3 Ćwiczenie 3 
Rozwiąż równanie. a) x = —Ž lub r = Š 
a) 16x? —25=0 b)4-—100z?=0 c)4r?—121=0 d)żx?—81=0 |Be==gluba=$ 
c)zr=-H hbn 
Przykład 4 d) z = —21 lub z = 21 


Rozwiąż równanie £? — 4x + 4 = 0. 
Korzystamy ze wzoru na kwadrat różnicy: x? — 4x + 4 = (x — 2)?. 
(z — 2} =0,czyliz-2=0 


Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego równania. 


Ćwiczenie 4 
Rozwiąż równanie. 
a) x? +81 +16=0 c) 42” +40+1=0 e) ga +i =g-—:t 
b) :?-r+3=0 d) 4x? — 120+9=0 f) 32? +9 = z? — 6v22 
Ćwiczenie 4 
a) E+Ad7 = a = e) 1i1*—1+1=0/:4  f) 2z?+6V2r+9=0 
De- ues: z?’ —4r+4=0 (VŻr +3) =0 
m PALI (z-2)7=0 3v2 
c) (2x + 1)? = (, £ = —5 gp = == 
d) (2x —3)2=0,r=3 23 
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Ćwiczenie 5 
a) x = -v3 lub z = v3 
b) sprzeczne 
vio — v10 
2 lub z = 


SG 
d) sprzeczne 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) x = 0 lub z = 6 


b) r=-4 lub z = 0 
c) » 0ubs=— 
d)xz=-5lubxz=0 
e)x=0lubxz=2 
f) v=- lybz=0 

2. a) z = -$ lub z = $ 
b)x=-3 lub t = 5 
orz Sdr: 
e) z =12 f)z=-5 
g) z= = lub z = 2 
M= = 

3. a) (0,0), (4,0) 
b) (—2, 0), (2,0), (0, —12) 
c) (0, 12), nie przecina osi OX 
d) (0,0), (—z35. 0) 
e) (0,4), nie przecina osi OX 


(150), (15 0), (0, —4) 
2 b) —4 c)3 
z 
z 


==2 lul5g=2 


a= © lme= l 


lub v = 1 lub z = 

c) z = — V3 lub z = v3 

d) Jeżeli z € (—00;0), 

ton ==, cGyli m=—1. 
Jeżeli z € (0; oo), to 

x? = z, czyli z = 0 lub 

dk = IL. 

Zatem ostatecznie: z = —1 
lubza=0lubxz=1. 
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Przykład 5 
a) Rozwiąż równanie a? — 7 = 0. 


112 — s 35 
3T =7/ 11 


b) Rozwiąż równanie 2x? + 9 = 0. 


Zauważmy, że 2x? + 9 > 9 dla każde- 


g2 = 2 go x € R, więc 2a” + 9 nie może być 
x R równe zeru. 
SCW M lub z= VE Zatem równanie jest sprzeczne. 


Ćwiczenie 5 
Rozwiąż równanie. 
a) 6x? —18=0 b) x? +4=0 


c) fz? —2=0 d) 42+1=0 


Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 


a) —Ta* +42x=0 c) 367? = ôx e) V2x? — v8r = 0 
b) 9z? + jz =0 d) 2x + 18z? = 0 f) vV3z = 327 

2. Rozwiąż równanie. 
a) 100z? — 81 = 0 


b) iz? —5=0 


4 


c) «+10: +25=0 


e) 240 — x? = 144 h) zz(6-1)=2+ 2 


d) x? + 64 = 16x g) 2” =(1— z)(1+ z) 
f) 1+9a*+6x=0 i) (x—3)(1—2) = Ta—30 


3. Wyznacz punkty przecięcia paraboli z osiami układu współrzędnych. 
a) y = 3x? — 12x c) y = 3x? +12 e) y = 900x? + 4 
b) y = 3x? — 12 d) y = 900x? + 4x f) y = 900r? — 4 


4. Wyznacz wspólne miejsce zerowe funkcji f i g. 
a) f(x) =x? — 4, g(x) =x?’ — 4r +4 
b) f(u)=x*+4z, g(x) = za” +40 +8 
c) flaj=-u"=1, glaj=«"=6:+9 


5. Podaj zbiór rozwiązań równania. 
a) (2x + 3)? = (z— 3)? 
b) (1-2) = (z - 5) 


6. Rozwiąż równanie. 


a) |x—1|=3 b) [4x7 —3|=1 


c) (16x? — 8x + 1)(9x2” —4)=0 
d) (3a? + 3x +9)(1 — 2x7) =0 


6.a) 1o =(c=37=0 
(2x + 3— z +3)(2x +3+z—3)=0 
3x(« ++ 6) =0 
x E€ {—6, 0} 
b) (= 4x)? — (3x -— 5) = 0 
(1— ġx-— 3s +5)(1— 4z +r- 5)=0 
(6 — 2x)(x — 4) = 0 
x € {3,4} 


7.5. Równania kwadratowe (2) 


Przykład 1 


Czy wiesz, że... 
Rozwiąż równanie 4x? — 20x + 25 = 0. 


Równania kwadratowe były 
rozwiązywane już przez staro- 
żytnych Babilończyków około 
1800 r. p.n.e. Świadczą o tym 
zachowane gliniane tabliczki 
z pismem klinowym. 


Korzystamy ze wzoru (a—b)?* = a? —2ab+-b*. 
(25—5)7=0 
22—5=0 
Równanie ma jeden pierwiastek: z = 5, 
Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
a) 9x? — 12r +4 = 0 


b) 25x? + 40x +16 = 0 c) 4x? — 28x + 49 = 0 


Przykład 2 
Rozwiąż równanie 4x? — 20x + 27 = 0. 
Zauważ, że: 
(2z — 5)? —25+27=0  (op—5)2— 25 = 4r? — 20r. 
(2x — 5} = -2 


Równanie to jest sprzeczne, gdyż (2x — 5)? > 0 dla dowolnego z € R. 


[D] Ćwiczenie 2 
Uzasadnij, że podane równanie jest sprzeczne. 


a) a —21+2=0 b) 2* +6: +12=0 c) 4a” +40 +5=0 


Przykład 3 
Rozwiąż równanie 4x? — 20x + 23 = 0. 
(2x — 5)? — 25+23=0 

(2x —5)7=2 

2x —5= -V2 lub 2x-5=9y2 
2z = 5— V2 lub 2z = 5 + v2 
5—v2 „_ 5+v2 
+ ; 


T 
2 


Zauważ, że: 


Równanie ma dwa pierwiastki: z = 


Ćwiczenie 3 
Rozwiąż równanie. 


a) x? —2x—3=0 b) 2*+6:+8=0 c) *+6x+7=0 
Ćwiczenie 3 

a) (z - 1) =4 

s IS aub 2= Il=2 
r= l lub r=3 
b)(cĘ3)=1 

z -38= —1 lub zg = 
c=—4 lub c =—2 

0) (2489) =2 

c+3=—-y2 lub x+3=Yv2 
r =-—3-— v2 lub z=-3+ v2 


(2x — 5)? — 25 = 4a” — 207x. 


Uczeń: 

— stosuje wzory skróconego 
mnożenia do przedstawiania 
wyrażenia w postaci iloczynu, 

— rozwiązuje równania 
kwadratowe, korzystając 
z poznanych wzorów, 

— interpretuje geometrycznie 
rozwiązania równania 
kwadratowego, 

— stosuje poznane wzory przy 
szkicowaniu wykresu funkcji 
kwadratowej, 

— rozwiązuje równania 
kwadratowe z wartością 
bezwzględną. 


Ćwiczenie 1 
a) (3x — 2)7=0 


Ćwiczenie 2 

aj w- y =i 

Równanie to jest sprzeczne, gdyż 
(x — 1)? > 0 dla dowolnego 
CER? 

b) (x + 3)? = —3 

Równanie to jest sprzeczne, gdyż 
(x + 3)? > 0 dla dowolnego 
TER. 

0) Or t D = 

Równanie to jest sprzeczne, gdyż 
(2x + 1)? > 0 dla dowolnego 
TER. 


Multiteka 


e Wykres funkcji kwadratowej 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 7.5 


G Generator 


testów i sprawdzianów 
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Postępując tak, jak w przykładach 1-3, możemy rozwiązać dowolne równanie 
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzorów podanych w poniższym 
twierdzeniu. 


Twierdzenie 


Rozważmy równanie kwadratowe az? + bz + c = 0, gdzie a Æ 0. 


1. Jeśli A > 0, to równanie ma dwa pierwiastki: 


—b_VA aa -b+VA 
2 


>= 2a 2 2a 
2. Jeśli A = 0, to równanie ma jeden pierwiastek: 
a 
Do zm 


3. Jeśli A < 0, to równanie nie ma pierwiastków. 


Dowód 


Zapiszmy trójmian w postaci kanonicznej: az? + bz + c= a(x + 2)? A 


4a" 


Stąd az? + bz + c=0, gdy a(x + Ly — m = 0, co oznacza, że: 
by? _ A 
(2+3) = zm 
» Jeśli A < 0, to powyższe równanie jest sprzeczne. 
» Jeśli A = 0, to otrzymujemy równanie: 


(+4) =0 


Jego rozwiązaniem jest liczba £o = -Ż. 
e Jeśli A > 0, to otrzymujemy: 

r+Ż= YA lub z+ż= {A 
Rozwiązaniami równania są liczby 2, = DVA, 2= HVA, 
Uwaga. W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek 19 = — nazywamy pierwiast- 
kiem podwójnym (zauważ, że dla A = 0 ze wzorów: 2, = ZE, Tą = BWA 
otrzymujemy 2 = 12 = —3,). 
Ćwiczenie 4 
Oblicz wyróżnik trójmianu kwadratowego i podaj liczbę rozwiązań równania. 
a) z? +81 +15=0 d) 2z? —5r—3=0 g) 3x? +vV2a-3=0 
b) z? —4r+6=0 e) $r? — 6r +5=0 h) V22? — Šr+1=0 


c) 5x” +ór—3=0 f) —12%+40—7=0 i) 4y2x7 +3z=0 


Ćwiczenie 4 

a) A = 4 > 0, 2 rozwiązania 
b) A = —8 < 0, 0 rozwiązań 
c) A 

)A 


= 35 > 0, 2 rozwiązania 


d = 49 > 0, 2 rozwiązania 

e) A=0, 1 rozwiązanie 

f) A = —12 < 0, 0 rozwiązań 

g) A= > < 0, 0 rozwiązań 

h) A = Ž — 4/2 > 0, 2 rozwiązania 
T A= 9 > 0, 2 rozwiązania 


E Interpretacja geometryczna 


Poniżej przedstawiono możliwe położenia paraboli y = ax? + bz + c względem 
osi OX w zależności od współczynnika a i wyróżnika A. 


. > r Pe: > a<0 
Ee A<0 
| 
O| X O X í At O X 5l X 


dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc 
zerowe zerowe zerowych zerowe zerowe zerowych 


W przypadku gdy funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, możemy je wyzna- 
czyć, korzystając z podanych poprzednio wzorów. 


Przykład 4 

Rozwiąż równanie. 

a) 3x? — 4r —2 = 0 

A = (—4}? — 4 - 3 - (—2) = 16 + 24 = 40. Ponieważ A > 0, równanie ma dwa 
pierwiastki. 


VA = v40 = 2Y10 
po = zd=VA _ 4-2V10 _ 2-v10 po = zKEWA _ 4+2V10 _ 2+v10 
Bo adć e g 0 F32 06 U8 0/48 


b) 4z? +6: +7=0 


A= 67—4-4-3 = 36—36 = 0, równanie ma zatem jeden pierwiastek podwójny. 


c) Ta —30+2=0 
A = (—3)? — 4-7 -2 = 9 — 56 = —47 < 0, więc równanie jest sprzeczne. 


Ćwiczenie 5 

Rozwiąż równanie. 

a) 2x? +Tx+3=0 d) 28x? — 4z + 4 =0 g) —3x7 + 2r -3 = 0 
b) 4r? —1—5=0 e) —12*+6:+1=0 h) 6z? —2:—1=0 
c) 3x? —5xr—2=0 f) ga” =25=1=0 i) 2a” =$u+1=0 
Ćwiczenie 5 


a) A=25, a, 3, to 
b)A=81,21=—1, 12 = 
c) A=49, 21 = — 4, 12 = 
d) PN 0, zo = 4 

e) A=40, zı = 3 — V10, z2 = 3 + V10 
f) A=6,11=2-—y6,12=2+y6 

g) A = —82, brak rozwiązań 

in) AŻ m = sai, T2 = c= 

i) A=—1,75, brak rozwiązań 


KJ 


5 
4 
2 
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Odpowiedzi do zadań Zadania 


1. a) 11 = —ž, 12 =7 
boi o a 1. Rozwiąż równanie. 
c) zı = 3, T2 = -3 a) 2x? — 9x — 35 = 0 d) 52? —6:+6=0 g) izr? +r+1=0 
d 
a ; b) 4a? — 13r +3=0 e) —2x7+5r—3=0 ha? -5-1=0 
=3 ga= 
pac. c) —6a? +130+5=0 f) 4a? +120+9=0 i) Iaż-3+41=0 
g) sprzeczne ARIE. : 
Boss =. 2. Rozwiąż równanie. 

i) o=? a) 2z? +3 = —Ta d) —2z — 3z? +6 =0 g) 11(1*+5)=«2 
2. a) zı = —3, z2 = —4 b) x + 10 = 3x? e) 5a” =2— 2r h) a” +r =4r +7 
b) z m c) 16x? +24V2r =—18 f) Ba? =8r—5 i) 32? +1= 7z 

c) To =A 
Daoa wej a= -1-/B 3. Wyznacz współrzędne punktów przecięcia wykresu funkcji f z osiami ukła- 
Sn AL m du współrzędnych. 
2 5 a) f(x)=32x? +2xu—1 d) f(x) = ża” + 4r + 12 
f), g) sprzeczne 3 
h) mi = ET, gą — SAT b) f(x) = 2a? + 6r +3 e) f(x) = 4x? — 3r +5 
g 3 
ea „= ref c) f(x) = —4r? +x +3 f) f(z) = -ir — 2r+1 
3. a) (0,—1), (1 05 0 4. Rozwiąż równanie. 
; $ | 7 P 0), ~ a) 217 — 75 +3 = (2z — 1)? d) (4x — 3) (x + 2) = (5 — x) (6 — z) 
c) (0,3 -20 A s a 8 
d) (0,12), (-6,0) e) (0,5) b) ai Tz +2 = (2 — 3x) (3x + 2) e) (x —3)(x +5) = (2x + 3)(x — 4) 
f) (0,1), (2.0), (2v2, 0) c) za” — 3z +9 = (x — 3)(x—5) f) (4x -— 1)(x —4) = (3z + 2)(x — 7) 
= = i 
aa 2 35 2 5. Wyznacz liczbę rozwiązań równania. 
DO 252 V2 2 = b 2 WE) 1 
e m TUV a) (V2 — 1)? + 2r +2 = 0 ) 13z° — (2V3 — 1)xr +3 =0 
U) m =G E 6. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, gi h. 
G) ai = H, „= E 2 1y2 1 
1 2 2 a) f(x) = 2a? -8z +5, g(x) =2(z— 3) —8(z— 4) +5, 
f) sprzeczne vs V 
aAA- a ey h(z) = aa £) s(x £) +5 
= 8(1,5 — v2) > 0, 2 ifya 774 LZ) 4 
2 rozwiązania b) f f(z |= 27 + 42 + 6, g(x) = z (w i z) j 4(x j z) - 6, 
DA=- B= h(a) = —} (x +2YT) + 4(a + 2VT) +6 
=A(5 — V3)= 7. Rozwiąż równanie. 


=4(1,625 — v3) < 0, 


2t — 2 = 
brak rozwiązań a) |» 2a| = 1 b) |” + 4e| =3 
7. a) x” —2r=1 8. Rozwiąż równanie. 
ib” =w=] 3 5 A 5 
"152 a) |x? + z| = |z? — 2| c) |z? — 1| = |z? + 2x — 3| 
lub z = 1 + v2 lub z = 1 b) |z? = z| = |27? — z| d) |z — 3| = |z? + z — 4| 
a= A yT 
lub z = —2 + v7 lub z = —1 6. a) Am 0da Sa YŚ lub z = 24 A 
lub z ==3 Zauważmy, że g(x) = f(x — 4), czyli g(x) = 0, gdy f(x — 3) = 0. 
8.aja*+a=a*-2 Zatem gaj 0 dbr = i 2- L =b 4% jupc=142 8= 0] 16. 
lub x + z =—(x — 2) 
= e Zauważmy, że h(x) = f(x — c), czyli h(x) = 0, gdy f(x — s) =O 
6 2 lub z A 4/8 V6 z z 
lub g = = Zatem h(x) = 0 dla x = É +2 — É = 2 lub z = É +2 + Ê = 2 + V6. 
b) z = 0 lub z = 2 b) f(x) = 0 dla x = 4 — 2V7 lub z = 4 + 2V7 
c) z = —2 lub x = 1 g(a) =0dlax=3 — 2y7 lub z = 3 2T 
d) z = —1 — 2V2 h(x) = 0 dla z = 4 — 4v7 lub z = 4 


lub z = —1 + 2v2 
luiba=-llubxz=l1 
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Szkicowanie paraboli Odpowiedzi do zadań 


1.a 
Aby naszkicować parabolę będącą wykresem funkcji f(x) = ax? +bx +c, moż- ) Y 


na wykorzystać postać kanoniczną funkcji f lub postąpić zgodnie z następu- 
jącą instrukcją. 


e Podaj punkt, w którym parabola przecina oś OY. Jest to punkt (0, c). 


e Wyznacz (jeśli istnieją) punkty, w których parabola przecina oś OX. Są Z 
to punkty («,,0) i (12,0), gdzie xı A, Ta DEVA, 


e Wyznacz wierzchołek paraboli W(— +, 1(-2)). 


e Aby uzyskać dokładniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktów 
należących do paraboli (można wykorzystać fakt, że prosta z = -2 jest 
osią symetrii paraboli). 


e Połącz otrzymane punkty krzywą. 


Przykład 
Naszkicuj parabolę będącą wykresem funkcji f(x) = x? — 2x — 3. 


e Parabola przecina oś OY w punkcie (0, —3). 
e Rozwiązujemy równanie x? — 2g — 3 = 0. 
A = 16, stąd zı = 4# = —1, r, = 4# = 3 


Parabola przecina oś OX w punktach (—1,0) i (3,0). 


e Wyznaczamy wierzchołek paraboli. 
= b 2-2 — 
Ly = "ŻOR a 1 


w=l(-%)=/0)=1-2—3=— 
Wierzchołkiem paraboli jest punkt (1, —4). 


» Wyznaczamy inne punkty należące do pa- 
raboli. f(—2) = 5, czyli do paraboli należy 
punkt (—2,5). Prosta x = 1 jest osią syme- 
trii paraboli, więc należą do niej także punkty 
(4,5) i (2, —3). 


e Szkicujemy parabolę. 


Pay 


1. Naszkicuj parabolę będącą wykresem funkcji f. 
a) f(z)=21? —6x1+5 
b) f(x) = z? +z-4 
c) f(x) = 2r? + 8x +6 


e) 
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sick 7.6. Postać iloczynowa funkcji kwadratowej 


— definiuje postać iloczynową 
funkcji kwadratowej Ors 
i warunek jej istnienia, Definicja 
— zapisuje funkcję kwadratową 


T NAA Postać y = a(x — zı)(x — x2), gdzie a 4 0, nazywamy postacią iloczynową 


— odczytuje wartości pierwiast- funkcji kwadratowej. 


ków trójmianu podanego 
w postaci iloczynowej, SE X . La : 
Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy 


— przekształca postać iloczy- PORA KERRY maa i 
również rozkładem na czynniki liniowe. Rozkład na czynniki liniowe można 


nową funkcji kwadratowej 
do postaci ogólnej, zapisać na różne sposoby, np.: 
— wykorzystuje postać iloczy- 
nową funkcji kwadratowej 
do rozwiązywania zadań. = 3r + 3)(z — 7) Czynniki liniowe: z + ż ic — 7 


y= (32 + 2)(2 = 7) = Czynniki liniowe: 3x +2 i x — 7 


Aby przejść od postaci iloczynowej do ogólnej, wystarczy wykonać mnożenie. 
Na przykład dla trójmianu y = 2(x — 3)(x + 5) mamy: 
y = 2(x — 3)(x + 5) = 2(x?° + 5x — 3x — 15) = 2x? + 4x — 30 


Ćwiczenie 1 Ćwiczenie 1 
a) y= = 4a 28 Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci ogólnej. 
LA a a 2 
b) y=4r"- z2+5 a) y = — (x +3)(x — 9) b) y=4(x— 3)(x — 3) c) y=$gu(z+ 2) 


c) y= 4z? + ir 
Liczby xı i 1 występujące w postaci iloczynowej y = a(1—1,)(1— z2) są miej- 
scami zerowymi (pierwiastkami) trójmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami 
równania a(x — zı)(£ — z2) = 0. 


Przykład 1 
Postać ogólna | Postać iloczynowa Czynniki liniowe Pierwiastki 
y = x? — 9r + 14| y = (x — 2)(z — 7) g=2 i w= ti=2 i 19=7 


1 Za 
r+3 o = 2 


y = 4x? + 4r +1 = 4(x + 2)? 
d d ( 2) (czynnik podwójny) (pierwiastek podwójny) 


y= 2a? +6 nie można rozłożyć na czynniki liniowe brak pierwiastków 
Ćwiczenie 2 
Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki trójmianu kwadratowego. 
a) y = 4(x — 3)(x — 5) c) y = —(xr+4)(x +8) e) y=—3(x—2)? 
b) y = 4 (z — 2)(£ + 6) d) y = 8z(x — 9) fj y=13(0 +7)? 
Ćwiczenie 2 
a) czynniki liniowe: x — 3 i x — 5 d) czynniki liniowe: x i x — 9 
pierwiastki: xı = 3 i x2 = 5 pierwiastki: xı = 0 i x2 = 9 
b) czynniki liniowe: x — 2 i x + 6 e) czynniki liniowe: z — 2 (podwójny) 
pierwiastki: zı = 2 i zo = —6 pierwiastki: z = 2 (podwójny) 


c) czynniki liniowe: 1 + 4 i x + 8 f) czynniki liniowe: x + 7 (podwójny) 
pierwiastki: xı = —4 i 12 = —8 pierwiastki: z = —7 (podwójny) 
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Twierdzenie 


Dany jest trójmian kwadratowy y = az? + bz + c. 

u Jeśli A > 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej 
y = a(x — 1,)(% — 22), gdzie 14, z2 są pierwiastkami tego trójmianu. 
m Jeśli A = 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej 
y= a(x — 20)”, 


u Jeśli A < 0, to trójmianu nie można rozłożyć na czynniki liniowe. 


gdzie £o jest pierwiastkiem podwójnym tego trójmianu. 


Przykład 2 
Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe. 
a) y=2x*+5«a—8 

A = 25 + 24 = 49, VA =7, zatem: 


Postać iloczynowa: y = 2(x + 3)(x — 5). 
b) y=a* -2x0—1 
A=4+4=8, VA = 2V2, zatem: 
n= z1- y2 n= 142 


Postać iloczynowa: y = (x — (1 — v2)) (x — a + v2)), którą możemy za- 
pisać: y = (x — 1 + v2) (z — 1 — v2). 
c) y=—2r?+r—4 
A = 1—32 = —31 < 0, więc trójmian nie ma pierwiastków i nie można go 
rozłożyć na czynniki liniowe. 
Ćwiczenie 3 
Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe. 
a) y =x? — 8r+15 d) y = 12x? + 11r +2 g) y = 2x?—3r+4 
b) y = x? + 3x — 28 e) y = —2x° — 2x + 24 h) y = r?— 2x- 2 
c) y = 3x? — Tr +2 f) y = —4r? + 3r +1 i) y = 2r?—2x—1 


Zadania 


1. Podaj pierwiastki trójmianu kwadratowego. 
a) y = -(x — 3)(x — 13) 
b) y=2(x — 2) (x + 5) 
c) y = į(x + 15)(x +9) 


d) y = —2(z + V2) (z — v3) 
e) y = —2(x +1)(£ +1 -— v2) 
f) y=(x1+2-v3)(x—3+y2) 


Odpowiedzi do zadań 
ik A) a 3% 45 = IS 


d) zı = —vV2, z2 = V3 
8) o= =l maA 
i) m = y3 =a a= A 
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Ćwiczenie 3 
a) A=4, y = (x — 3)(x — 5) 
b) A = 121, y = (x + 7) (x — 4) 
cjA=2 y= 3(a- 1) 
d) A=25,y=12(z+ 5)( 
e) A = 196, y = —2(x—3)(x1+ 
f) A = 25, y= —4(z+4)(z—1) 
g) A = —23 < 0. Trójmian nie 
ma pierwiastków i nie można za- 
pisać go w postaci iloczynowej. 
h) A = 12, 
y = (z+ v3- 1)(z — V3 — 1) 


i) A=12 
HA) (e 1A) 


a 


2. a) A=25,y = 2(x+5)(1—2) 


b) A = 25, y = —(x—3)(x+2) 
c) A=49,y=4(x-1)(c+3 
d) A = 13, 
O 
e) A <0, 

nie ma postaci iloczynowej 

f) A=27, 

y = (x — V3)(x + 2V3) 

g) y = —2(x — V5)(x + V5) 
h)y= zz(z =F 2) 

i) nie ma postaci iloczynowej 
„.ajb=-8,c=15 


c) b=—T5,c=25 
d)b=g,c £ 

e) b= 5, c= 

f) b=0,c=— 

g) b=—(1+2V2),c=2+v2 
h) b = —2, c = — 

) £ = 3, W(3,—9) 

b) z = —2, W (—2, —8) 

c) x= 4, W(4,—4) 
. a) (0,0), (—6,0), W (—3, 9) 
b) (1,0), (5,0), (0,5), 

W (3, —4 


) 
c) (—3,0), (1,0), (0,Ż), 
W(-1,2) 

. a) y = a(x + 1)(x — 3) 
Obliczamy współrzędne 


wierzchołka paraboli: 
2i 
2 


fly = 
Zatem a(1 + 1)(1 — 3) = —4, 
czyli a= 1. 


= l, Yu = —4. 


Postać iloczynowa: 
y = (x + 1)(x — 3) 
Postać ogólna: 
y=x°— 2-3 
Postać kanoniczna: 
p=l(e= = 
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. Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe. 


a) y=2a*—3x—2 
b) y= —r? +x +6 
cjy=4a"-xz—3 


d) y = 3x? — 5x + 1 
e) y= —4r? + 2x — 1 
f) y=a+v3x—6 


g) y = 10 — 22? 

h) y=ga* + iz 

i) y = 6z? +9 
Oblicz współczynniki b i c trójmianu kwadratowego y = z? + bz + c o po- 
danych pierwiastkach. 

a) 315 c) 
b) 4i-9 d) 


g) vZil+v2 
h) ityTi1i-vT 


i7 e) -5i 0 
i-3 f) -v3ivy3 


INO w]e 


. Przeczytaj informację w ramce. 


Znajomość miejsc zerowych %1, £o funkcji kwa- 
dratowej pozwala wyznaczyć oś symetrii pa- 
raboli i współrzędną a, jej wierzchołka, gdyż 


c1+z2 


dy = 


Wyznacz równanie osi symetrii paraboli oraz współrzędne jej wierzchołka. 


a) y = z(zx — 6) b) y = 4(x+6)(x—2) c) y=(2x+1)(2x —3) 


Znajdź punkty przecięcia paraboli z osiami układu współrzędnych oraz 
wyznacz współrzędne jej wierzchołka. Naszkicuj tę parabolę. 


a) y=-o(v+6)  b)y=(r-l)(r-5) c) y=-z(2+3)(a-1) 


. Wyznacz trójmian kwadratowy o pierwiastkach 11, £2 i zbiorze wartości W. 


Odpowiedź podaj w jednej z wymienionych poniżej postaci. 
a) zı = —1, 19 = 3, W = (—4;00) 
b) zı = —4, z2 = 0, W = (—032) 
c) zı = —8, Ta = 2, W = (—0; 10) 
d) zı = 0, z2 = 6, W = (—6;00) 


Postać ogólna: y = ax” + bz +c 


Postać kanoniczna: y = a(x — p) + q 
Postać iloczynowa: y = a(x—zı)(x— z2) 


. Na rysunku przedstawiono parabolę, która jest wykresem funkcji kwadra- 


towej f. Wyznacz wzór tej funkcji w postaciach iloczynowej i ogólnej. 


c) Yh 
P(—3,3) f 
E O\X 


6. b) y = az(x + 4) 


Obliczamy współrzędne wierzchołka paraboli: zw = 
Zatem a(—2)(—2 + 4) = 2, czyli a = =å, 


=H = —2, yw = 2. 


Postać iloczynowa: y = —żz(z + 4) 
Postać ogólna: y = —za” — 20 
Postać kanoniczna: y = —5(x + 2)” +2 


6) = z(z + 8)(x — 2) = za” = | 32 = z(z +3)? + 10 


d) y = x(x — 6) = ża” 4x = Ż(z 3 =G 

DOE aN S e at 
fa) = 1(6 + 1)(e — 3) = ja? -rg 

c) f(x) =—u(a +4) =—0 — 46 


10. 


11. 


12. 


12. 


13. 


Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, która jest wykresem funk- 


cji kwadratowej f. Znajdź miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na 
rysunku. Wyznacz wzór funkcji f w postaciach iloczynowej i kanonicznej. 


a) Jeden pierwiastek trójmianu kwadratowego jest o dwa większy od dru- 
giego. Wyznacz ten trójmian, jeśli wiadomo, że parabola będąca jego wy- 
kresem ma wierzchołek w punkcie (—2, 4). 

b) Jeden pierwiastek trójmianu kwadratowego jest trzy razy większy od 
drugiego. Wyznacz ten trójmian, jeśli wiadomo, że parabola będąca jego 
wykresem ma wierzchołek w punkcie (4, 2). 


Krople wody tryskające z fontanny poruszają się fi 


po torach opisanych za pomocą wzorów: N 
% 
f(z) = 5a” + 4a, glz) = —5u* + 20 o 
2 < A 

h(a) = —ża? + ża S 
Parabole fı, gı, hı są symetryczne odpowiednio = U 
do parabol f, gi h względem osi OY. Podaj rów- hı E * h 
nania parabol fı, gı, hı w postaciach kanonicznej A X 
i iloczynowej. O i [m] 


Oblicz współczynniki b i c trójmianu kwadratowego y = x*+bx+-c, którego 
pierwiastki są dwukrotnie większe od pierwiastków trójmianu: 


a) y = x? — 4r +3, b) y = £? — 3V2 + 4, c) y =x? — 4r +2. 


O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji y = poza aby otrzymać 
wykres trójmianu kwadratowego, którego pierwiastkami są liczby: 


a) 1i5, b) —6 i 2, c) 3- v2 i 3+ v2. 


Trójmian kwadratowy y = az? + bz + c ma postać kanoniczną: 


bYŻ A 
y=a|(e+ 2) - 


Wykaż, że jeśli A > 0, to trójmian można zapisać w postaci iloczynowej. 


Uwaga. Jest to dowód twierdzenia ze s. 313. 


a) Wzór trójmianu, którego pierwiastkami są liczby 1 i 5, ma postać: 
y=3(z— 1)(z — 5) 

Obliczamy współrzędne paraboli: 

F =3, yu = z(3— 1)(3—5)=—2 

Zatem wykres funkcji y = 10” należy przesunąć o wektor [3, —2]. 

c) [3, —1] 


Tw = 


AD: 2 ; AE 
A > 0, zatem trójmian kwadratowy y a|(z ł =) S] można zapisać 


aerer eme 


= a(x — 11)(% — 12) 


w postaci: y = a(x = 2 
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10. 


11. 


A) = i 

f(x) = (z — 1)(z — 5), 

f(a) = (u — 3)” — 4 

b) © = 0, f(x) = — Talc +4), 
f(e) = -5(« +2) +2 

©) B=5, 

f(0) = z(a + 1)(a —5), 

f(a) = s(e-2)2-3 


. Niech z1, z2 będą pierwiast- 


kami. 
a) Z założenia z2 = xı + 2, 
WÓWCZAS: x. = —2, 
czyli 11 = —3, stąd z2 = —1. 
Do równania 
y = a(x +3)(z + 1) 
podstawiamy współrzędne 
wierzchołka i otrzymujemy 
a = —4. 
Trójmian ma postać: 
y 4(x + 3)(z + 1) = 
= Ar — 160 — 12 
b) T2 = 301, aoi =A 
czyli 11 = 2, stąd 12 = 6. 
a(4 — 2)(4—6) =2 
1 


a = =5 

Trójmian ma postać: 

y = —-3(z — 2)(z — 6) = 

= —ia” + 440 — 6 
2 

f(2) =- +5) +3= 
= -żcr(c + 3), 

g1(2) = —z(z +2)” +2= 
= -zz(z E 4), 

tala) = -G(e + 3)’ +3 = 
= -gz(z + 3) 


ajy=c —4043= 

= (x — 3)(x — 1) 
Zatem szukany trójmian: 
y = (x — 6)(x — 2) = 

=x? — 8r + 12, 

czyli b = —8, c = 12. 
b) b = —6 V2, c = 16 
c) b= —8, c= 8 
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Rzut ukośny 


Tory rzuconej piłki, ukośnie skierowanego strumienia wody 
czy lawy wyrzuconej z wulkanu to fragmenty paraboli 
(jeżeli pominie się opór powietrza). 


Portowa straż pożarna 


a Ruch wody wystrzeliwanej z armatek 
H, statku gaśniczego pod dużym ciśnieniem 
jest przykładem rzutu ukośnego. Umożliwia — 
to zwalczanie pożarów na jednostkach 
pływających i na obszarach portowo- 

-stoczniowych z bezpiecznej odl 


Pchnięcie kulą 
Rysunek pokazuje tor lotu kuli pchniętej przez zawodnika podczas zawodów w pchnięciu 
kulą (h — wysokość, I - odległość). Tor lotu kuli jest fragmentem paraboli y = ax? + bx + C, 
której wierzchołek ma współrzędne (10, 67) i która przechodzi przez punkt (0, 14). 


pe 
(OE I [m] 
EJ Wyznacz równanie paraboli. 


E Czy zawodnik uzyskał wynik powyżej 20 m? 


1. f(aj=-ga"+z+$ 
2. /(20) = 3 > 0, zatem zawodnik uzystał wynik powyżej 20 m. 


7.7. Nierówności kwadratowe 


Jeśli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, możemy 
wyznaczyć zbiór rozwiązań odpowiedniej nierówności kwadratowej. 


Przykład 1 
Dany jest wykres funkcji y = ~x? + 2x + 3. Rozwiąż 
nierówność —x? + 2x + 3 > 0. 
Z wykresu odczytujemy, że: 
—z” + 2x +3 > 0 dla z € (—1;8) 


Uwaga. Zauważ, że do rozwiązania nierówności kwadrato- 


wej nie potrzebujemy dokładnego wykresu odpowiedniej 
funkcji. Wystarczy znajomość jej miejsc zerowych i infor- 
macja o tym, czy ramiona paraboli, będącej wykresem tej 
funkcji, są skierowane w górę czy w dół. 


Przykład 2 

Rozwiąż nierówność. 
a) 2z? — 6x >0 

W celu wyznaczenia miejsc zerowych funkcji y = 2a? — 6x rozwiązujemy rów- 
nanie 2x? — 6x = 0, czyli 2xz(x — 3) = 0. Zatem z = 0 lub 1 = 3. 
Rozwiązania równania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabolę o ramio- 
nach skierowanych do góry (współczynnik przy x? jest dodatni), przechodzącą 
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: 


2x? — 6x > 0 dla z € (—00;0) U (3; 00) = 2 
b) -«*+3x-1>0 
Rozwiązujemy równanie —a* + 3x — 1 = 0. 
A=9—4=5, zatem: zı = mó = me T2 = 05 = = 


Rozwiązania równania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabolę o ramio- 
nach skierowanych w dół (współczynnik przy z? jest ujemny), przechodzącą 


przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: + 
-z? +30 — 1 > 0 dla z € (55; 15) p H/N X 
2 2 2 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż nierówność. 
a) 3x? —2r—1>0 


b) 2x?+xr—1<0 c) =x? +2r+4>0 
Ćwiczenie 1 

a) z € (—00; — 4) U (1; oo) 

b) z € (—1;5) 

c) zE(1—v5;1+ v5) 


Uczeń: 

— rozumie związek między 
rozwiązaniem nierówności 
kwadratowej a znakiem 
wartości odpowiedniego 
trójmianu kwadratowego, 

— rozwiązuje nierówność 
kwadratową, 

— wyznacza na osi liczbowej 
iloczyn, sumę i różnicę 
zbiorów rozwiązań kilku 
nierówności kwadratowych. 


Komentarz 

Dużym ułatwieniem przy 
odczytywaniu zbiorów 
rozwiązań nierówności jest 
zaznaczenie na szkicu wykresu 
znaków „+ i „=” (jak na 
rysunkach w przykładzie 2). 


Multiteka 


e Nierówność kwadratowa 
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Ćwiczenie 2 
a)rER 
b) z € R\ (1) 


c) sprzeczna 


Ćwiczenie 3 

a) A = -12 < 0, a = 4 > 0, 
zatem 1 ER 
b)A=-11<0,a=1>0, 
zatem nierówność jest sprzeczna 
c) A = —6 < 0, a = —2 < 0, 
zatem 1 ER 
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Przykład 3 

Rozwiąż nierówność —x* + 2x — 1 > 0. 

Rozwiązujemy równanie —zx* + 2x — 1 = 0, czyli —(x — 1)” = 0. Zatem z = 1 
(jest to pierwiastek podwójny). Rozwiązanie równania zaznaczamy na osi OX 
i szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych w dół. 


Ze szkicu wykresu odczytujemy: —x? + 2x — 1 > 0 dla PARU 
T= k 


Ćwiczenie 2 

Rozwiąż nierówność. 

a) -x° +2r—1 <0 b) =z? +2r—1 <0 c) —x*+2x-1>0 
Przykład 4 


a) Rozwiąż nierówność 5a? — 3x + 2 < 0. 


AXA=9—4:5-.2=-31<0 
Współczynnik przy z? jest dodatni oraz równanie 
5x? — 3x + 2 = 0 nie ma pierwiastków. Parabola 


znajduje się zatem nad osią OX, a to oznacza, że 3 
nierówność jest sprzeczna. A 
b) Rozwiąż nierówność —3x° + 2x — 1 < 0. 

XA=4—4-(—3)-(-1)=-8<0 

Współczynnik przy z? jest ujemny oraz równanie X 
—3a? + 2x — 1 = 0 nie ma pierwiastków. Parabola 

znajduje się zatem pod osią OX, a to oznacza, że nie- 

równość jest prawdziwa dla dowolnego z, czyli x € R. 

Ćwiczenie 3 

Rozwiąż nierówność. 

a) 4x7 +2x+1>0 b) x? +x1+3<0 c) —2r?+ V2x—1 < 0 
Przykład 5 


Rozwiąż nierówność 2(2 — x) < —z(ax — 3). 


4 — 24 < —aŹ +3q Wykonujemy mnożenie. 
Przenosimy wszystkie wyrazy 
2 A 
w —5044<0 na lewą stronę nierówności. 


Rozwiązujemy równanie z? — 5x + 4 = 0 i otrzymujemy 
x = 1 lub z = 4. Szkicujemy parabolę i odczytujemy, że SE © 
nierówność jest spełniona dla x € (1;4). 1 E 


Zadania 


1. 


Odpowiedzi do zadań 


Rozwiąż nierówność. 1. a) z € (—00; —5) U (5; o0) 
a) z? >25 d)a?—1>6  g)9r+5>2r? j) 6x? -r> 12 b) z € (—4;4) 
c) TE (—00; — 3) U (5:00) 
b) z? < 16 e) 1*—4<3z h) 2r?+5r>3 k) 3r+8> 3a” d) z € (—00; —2) U (3;00) 
c) 4r? > 9 f) 4r+5>a2 i) 3a? +1<c I) 2z? +6< e) x E€ (— a f) z € (—1;5) 
g) z € (—3;5) 
Ile liczb całkowitych spełnia nierówność? h) z € (cc, —3) U ($; o0) 
a) 9- ir? >0 b) ire? >r c) 2x? —10<z d)2-r>zz?’ ) OWE 
NEC, | | i) z € (003) U (3:00) 
Rozwiąż nierówność. k) x € (—2;8) 1) sprzeczna 


a) —2a7+60-—3 < 0 
b) —3r?+2z— 4 < 0 


c) «*+2x+2>0 
d) —9r?+2x—§ < 0 


Wyznacz zbiór argumentów, dla których funkcja f przyjmuje wartości c) a 


większe niż funkcja g(x) = x? — 2x +3. 


e) 2a -—xz+3ż< 
f) —4r?+12x—9 > 0 


0 2. a) z € (—6; 6), trzynaście 
b) z € (—0o;0) U (3; o0), 
nieskończenie wiele 

E€ (—2; 23), Pięć 
d) z € (—2; 1), dwie 


)zeR 


0 lb 


„aja onw aA; 


a) f(x) =2r?-xr+1 b) f(x) = 3x? -— zx c) f(x) = za” — ôr EER a j 
SEPN S i e) sprzeczna f) x= 2 
Rozwiąż nierówność. 
4. a) zx E (—00; —2) U (1; oo) 
a) (2x — 2)(z — 3) < (x — 3)(z — 4) d) (2x — 2)? > (3x — 2)(x — 3) b) z € (—00; —3) U (1; o0) 
b) (3x — 1)(x + 2) > (x — 3)(2x — 1) e) 2x? —3x+4> —(1—1)7—6 c) z € (—4 — v10; —4 + v10) 
c) (4x — 1)(4 — z) < (2 — 3x)(x + 1) f) (2: +3) — 9< 8- (3-2)? 5. a) z € (—2; 3) 
b) z e(— au 
Dane są zbiory A i B. Zaznacz na osi liczbowej zbiory: AUB, AQ B i AMB. U(-6 + VAT; oo) 
a)A=freR:x”—1-—6<0), B=freR:-1* < 4r} c) z € (—00;9 — 5V3) U 
- U (9 + 57/3; oo) 
b)A=freR:1*+7x-—2>0), B=fzeR:x1* —x1+4<0] 


Wyznacz dziedzinę funkcji f. 


a) f(x) = vz? — 3x — 4 c) f(a) = vr? -— 1- v4- r e) 1 ER Mae (-1;—Ł) 
b) f(x) = v—2zx? + 5x +83 d) f(x) = vV2x? — 1 — V9 — 4r? 6. a) A = (—2;3), 
B = (—o0o; —4) U (0; 00), 
Boki prostokąta mają długości równe z — 1 i 2x +3. Podaj wzór funkcji AUD = (c AUes) 
P zmiennej a opisującej pole tego prostokąta i określ jej dziedzinę. Dla ANB = (0;3), A\ B = (-20) 
jakich wartości x pole tego prostokąta jest: P 
bas (xué 
a) mniejsze od 7, b) większe od 18? ) l o ae 
B {a 
Rozwiąż nierówność. AUB = (e9; A) U (Eco) 
a) x? — 4|x| > 0 b) z? + 2|x| < 3 c) 22? —5|z| > 3 ANB=(, A\B=4A 


9. a) Dla z < 0 mamy: «a? +4«c > 0, 


27=1>0 

D = (—00; —1) U (4; c0) ) 1 E czyli z € (—00; —4) U (0; o0). 

b) —2z? +51 +3 > 0, D = (—2;3) PE Z założenia «z < 0, o 00; —4). 
J RE z Dla z > 0 mamy: x° — 4g > 0, 

oł, pa A RE: SME (4; oo). 
4-1 20 p 3 2) u(23) Z założenia z > 0, zatem z € {0}U (4; oo). 
x € (—0o; —1) U (1; œo) a” sa Ostatecznie: z € (—00; —4) U {0} U (4; o0). 

l (—2; 2) P(x) = (x—1)(2x+3), D = (1; %0) b) z € (—1;1) 
DE —1) U (1; 2) a) z € (1;2) b) x € (3; o0) o) z € (03; = UE) 
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7.8. Zagadnienia uzupełniające 


E Spadek swobodny i ruch pionowy w górę 


Jeśli pominiemy opór powietrza, to drogę przebytą przez spadające swo- 
bodnie ciało możemy opisać za pomocą wzoru s = >, gdzie t jest czasem, 
a g — przyspieszeniem ziemskim. Dla g ~ 9,81 m/s? mamy s = 4,94”. 
Galileusz w Rozmowach i dowodzeniach matematycznych... z 1638 roku 
analizował funkcję opisującą ruch spadającego ciała. Znane jest jego do- 
świadczenie, podczas którego z wieży w Pizie, z wysokości 49 metrów, 
zrzucał metalowe kule. 
Odpowiedzi do zadań 


1. a) —4,9t£*+49>0,t>0 1. Jeśli pominiemy opór powietrza, to odległość h 
4,9t? < 49 od ziemi kuli upuszczonej swobodnie z wysokości 
R<10 49 m, w zależności od czasu t, można opisać za 
tE(-vV10;,V10),t>0 pomocą wzoru h(t) = —4,9t? + 49. 
Dziedziną funkcji h jest zbiór a) Przerysuj tabelę wartości funkcji h do zeszytu 
(0; v10). i uzupełnij ją. Znajdź miejsca zerowe i określ dzie- 
h(t) = 0 dla t = v10 dzinę tej funkcji. 


b) 1 sekundę przed końcem 


spadania kula była na wyso- ts] 0 1 2 3 
kości: hm] 49 44,1 29,4 4,9 
h(vN — 1) = 
= 400/01) -49— b) Na rysunku przedstawiono wykres funkcji h bę- 
ZA0UEZMES= dący fragmentem paraboli. Ile metrów przebyła 
= 9,810 — 4,9 z 26 kula w ostatniej sekundzie? 
W ostatniej sekundzie kula c) Naszkicuj wykres funkcji k(t) = —4,9t* + 80 
przebyła około 26 m. opisującej odległość k od ziemi kuli upuszczonej 
c) him] swobodnie z wysokości 80 m. 
80 
70 2. Wysokość nad ziemią piłki wyrzuconej pionowo 
60 w górę z prędkością 12 m/s (ręka osoby rzucającej 9 
50 i piłkę była wzniesiona w momencie rzutu 2 m nad 8 
U ziemię) dana jest wzorem h(t) = —4,9t* + 124+2. 7 
30 Wykres funkcji h przedstawiono na rysunku. 6 
a a) Odczytaj z wykresu przybliżoną wysokość, jaką 5 
e osiągnęła piłka. Jaka jest długość drogi, którą - 
O 1 2 8 4tjs] przebyła piłka? ; 
b) Jak sądzisz, kiedy piłka poruszała się z większą 4 
prędkością — w chwili t = 1 s czy t = 2 s? ó 


2. a) h ~ 9,3 m, około 16,6 m 
b) Prędkość piłki od momentu rzucenia do osiągnięcia maksymalnej wysokości ma- 
lała aż do wartości 0, po czym zaczęła rosnąć. Na danej wysokości prędkości w czasie 
wznoszenia i w czasie opadania były równe co do wartości (ale przeciwnie skiero- 
wane). Dlatego dla t = 2 s piłka poruszała się z większą prędkością. 
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E Parabola 


Parabola jest zbiorem punktów płaszczyzny 
równo odległych od ustalonej prostej k (zwa- 
nej kierownicą) i ustalonego punktu F (zwanego 


ogniskiem). Na rysunku obok mamy: 


|P,F| = |P;Q:|, |F2F| = |PQ>|, |P:F'| = | PQ» 


Parabola, która jest zbiorem punktów równo odległych od prostej y = —p 
i punktu F(0,p), jest określona za pomocą równania y = gó. 


Przykład 1 
Parabola y = 20 ma kierownicę 


Parabola y = —127 ma kierownicę 


daną równaniem y = —1 i ognisko daną równaniem y = 1 i ognisko 
F(0, 1). F(0, —1). 
Yh M = || 
AF ERZE IO 
4 s 
A 1 
j | 
va i l 
| 
O T 0 © 
RS 
= = R 
a= Een NF 
=, . . pa . p, Al . . l. 
Parabola y = z? ma kierownicę daną równaniem y = —4 i ognisko F (0, 1). 


3. Podaj równanie paraboli, która jest zbiorem punktów równo odległych od 


prostej k i punktu F. 
a) kky=-4,F(0,3) b)k:y= 


1 
23 


2 6? 


4. Wyznacz równanie kierownicy i współrzędne ogniska paraboli: 


ajy==a", b) y = 22°, 


[D] 5. Dana jest parabola o ognisku F i kierow- 
nicy k. Prosta l jest równoległa do kierow- 
nicy i leży powyżej wierzchołka paraboli. 
Uzasadnij, że dla dowolnego punktu P na- 
leżącego do paraboli suma odległości tego 


c) y = —2a?, d) y = $2. 


F(0,-5) c) k:y=-—ż4, F(0,ż 


punktu od ogniska i prostej l jest stała. k 


5. Niech P' będzie rzutem punktu P na prostą k. Wówczas: 
|PR| = |P'R]| — |P P'| 


Zatem: 


|PF|+|PR| = |PF| + |P'R]| — |PP'| = |P'R| 


ponieważ |PF| = |PP'|. 


Czyli suma odległości punktu P od ogniska i prostej l jest równa odległości między 


prostymi k i l, więc jest stała. 


3. a) y = įr? 
b) y = —za” 
©) 0 = ża” 
4.a = 1, F(0,—4) 
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Skonstruuj parabolę zgodnie z podanym niżej opisem. 

e Narysuj kierownicę i prostą do niej prostopadłą — oś symetrii paraboli. 
» Na osi symetrii wybierz punkt F — ognisko paraboli i zaznacz wierzchołek 
paraboli w połowie odległości między ogniskiem a kierownicą. 

» Po tej samej stronie wierzchołka, po której znajduje się ognisko, narysuj 
kilka prostych równoległych do kierownicy. 

e Odmierz cyrklem odległość każdej z narysowanych prostych od kierow- 
nicy, a następnie narysuj łuk okręgu o środku w punkcie F i promieniu 
równym tej odległości — punkty przecięcia łuku z daną prostą należą do 
paraboli. 


Czy wiesz, że... 

Promienie równoległe padające na zwierciadło o parabolicznym kształcie 
po odbiciu skupiają się w jednym punkcie zwanym ogniskiem paraboli. 
Zjawisko to wykorzystuje się w telewizyjnych antenach satelitarnych i ra- 
dioteleskopach, w których odbiornik umieszcza się w ognisku, aby uzyskać 
silny sygnał. 


Natomiast promienie wychodzące z żarówki umieszczonej w ognisku zwier- 
ciadła parabolicznego po odbiciu są równoległe. Zjawisko to jest wykorzy- 
stywane na przykład w reflektorach samochodowych. 


Zestawy powtó rzeniowe Odpowiedzi do zadań 
1. a) f(D) = (—V2;0), 
E Zestaw I maleje w (—0;0), 


rośnie w (0; oo) 

b) f(D) = (—00; 9), 

rośnie w (—00; 3), 

a) f(x) = z? — V2 c) f(x) =x? — 8r +7 e) f(x) = —517+2x maleje w (3; oo) 

b) f(z) =—z* +6x d) f(x)=—x1*+4x+5 f) f(u)=ga+ iz c) f(D) = (—9;00), 
i maleje w (—00; 4), 

rośnie w (4; oo) 

d) f(D) = (—00;9), 

rośnie w (—00;2), 

a) y = r? — 4r c) y=-—r? + 2r+8 e) y = 2x? — 5x + 2 maleje w (2; oo) 

b) y = —xz? + 2a d) y = r? + 6x +8 f) y = —2x° +81 — 6 e) f(D) = (0033), 

rośnie w (—00;3), 

maleje w (3; oo) 


1. Wyznacz zbiór wartości oraz przedziały monotoniczności funkcji f. 


2. Wyznacz punkty przecięcia paraboli z osiami układu współrzędnych oraz 
współrzędne jej wierzchołka. Naszkicuj tę parabolę. 


3. Rozwiąż równanie. 


a) a? +40 —21=0 c) ga” — 12s +16 = 0 e) 3x? +5xr+1=0 maleje w (~œ: 2), 
b) —627—7:+5=0 d) -—2?+3V2r—-5=0 f) 2z? —34—1=0 rośnie w (—4; 00) 
2 a) (0,0), (4, 0), W (2, —4) 
4. Rozwiąż równanie. b) (0,0), (2,0), W(1, 1) 
a) 492? + 140x + 100 = 0 e) (2x—4)(1—10) = (1+6)(x—10) a; (-2,0), (4,0), 
b) z? +6r +9 = (27 — 1)? f) z(3— z) = (2z + 1)(v +2) - 1 a) (0,8), (-2,0), (-4,0), 
c) 3a” +2u+1=3xu +4a* —8 g) (r—1)(1+2) = (20 —3)(x +4) W (—3, —1) 
d) 4— iz? — 3r = r° +27 +9 h) (2x — 1)? = (3 — x)(x — 6) e) (0,2), (5,0), (2,0), 
5 _9 
Wla =5) 
5. Rozwiąż nierówność. £) (0, —6), (3,0), (1,0), 
a) 3z? -1>0 e) x? — 3a(x — 1) < 2(x — 1)(x + 1) — 4x A u : A 
b) —4a? < 12a f) T-z(ór +2) >3-— z(4— 2) | m 
i SPA ao 
c) ga” —50+7<0 g) 2x +x? —3 > (1 — 2a7)(3 — a”) c) zo = È d) sprzeczne 
d) 6x? +3 > 2a h) (2—3zx)?—6(3x — 1) < —(1—4x)(2x — 1) PORE 
D > T2 = ER 
6. Wykresem funkcji f(x) = x? +bx +c jest parabola o wierzchołku w punk- o i 
, h E ś g kk x 4. a) LE 
cie W. Wyznacz współczynniki b i c oraz zapisz wzór funkcji f w postaci bja d sA 
. z . J = e 2 = 
kanonicznej. o SEEM RL aa 
a) W(0,1) b) W(1,3) c) W(-2,2) d) W(4, —1) a 3 


d) zo = —2 e) zo = 10 


7. Wyznacz współczynnik b tak, aby podany przedział był zbiorem wartości 


n - 0-0 5) m=+2= IKM 
funkcji f(x) = 22” + bx + 1. ERY 
a) (—1;0o) b) (0; oo) c) (2:66) d) (3;00) h) sprzeczne 

5.a) z ( 00; £) U ( 8,00) G- m) b=0 e= l f(0=«e l 7. Wyznaczamy drugą współrzędną wierzchołka: 
Becca 5 Ue b) b= -2,c=4, A= —8i wtedy yw = SZ. 
c) z € (10 — 6v2; 10 + 62) f(z) = (z— 1) +3 a) SZ = —1, czyli b = —4 lub b = 4. 
d)xER c) b=4,c=6, T i 
p) = li b = —2vy2 I = DNB 
e) z€ (—00; — £) U (2;00) WOFICEZE 41.5) ) A 0, czyli i V2 ub b V2 
f) z€ (-5;1 d)b=-8,c=15, c) 37=2 na 
= (m0? = tem nie ma takiego b. 
vB V3 NOR za g 

5) s € (—00; F) U (foo) d) SZ” = 4, czyli b = —2 lub b = 2. 


h) z € (12 — 3y15;12 + 3y15) 
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s.6)) dm 5 1L 


Podstawiamy W (1, 2) do rów- 


nania y = a(x + 1)(x — 3) 
i otrzymujemy a = 3. 


f(z) = -3(2 + 1)(z — 3) = 


Razi? 3 
"= WW 


b) f(z) = z(z+3)(z — 7) = 


=a? te- X 
c) f(z) = 5(z - 3) = 
= 5a” — 30x + 45 
.a)y=—(a- 2)7+-4 
b)y=s(z 2) EA 
c)y=ż(r-2)7+4 
a)z=7 b)x=—9 
c) x =-—2 djz=-g 
) = 2m3 
b) xı = —2, r2 = 3 
c) zı = —1, t2 = Š 
d) zı = —1, x2 = 4 
e) r1 =—1, %2 = 4 


ize (— OO; EM 
A 


Gra 


czyli x € (ż: 
ROB SEA 
y= -2(a — (a +1) 

b)a=—1,b=0,c=4, 


y =—-(x — 2)(z + 2) 
c) a = 4, b = —24, c=36, 
y =4(z— 3) 


d) a = > 8, c = —4, 
u= 2z 


2—V2)(x—2+v2) 


y 
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Bał 


NA 


E Zestaw II 


. Wyznacz wzór funkcji kwadratowej f, jeśli wiadomo, że: 


a) przyjmuje ona największą wartość równą 2, a jej miejscami zerowymi 
są liczby —1 i 3, 
b) jej zbiorem wartości jest przedział (—5; oo), a miejscami zerowymi są 
liczby —3i 7, 

c) przyjmuje ona najmniejszą wartość równą 0, a do jej wykresu należą 
punkty (2,5) i (4,5). 


. Wyznacz wzór funkcji kwadratowej, wiedząc, że jej wykresem jest parabola 


o wierzchołku W (2,4) przechodząca przez punkt P. 


a) P(4,0) b) P(-1,7) c) P(6,10) 


. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f. Wyznacz drugie 


miejsce zerowe funkcji f, jeśli wiadomo, że punkt W jest wierzchołkiem 
paraboli będącej wykresem tej funkcji. 


a) W(5,4) b) W(-3,—6) c) W(5,2) d) W(ż,6) 


1 
2 


. Rozwiąż równanie. 


a) (z — 3)? = (2x — 1) (x — 3) d) 9z? — (2x — 1)? = 0 
b) x? + 4r +4 = (x +2) (3z — 4) e) 4z? =(1— x)? 
c) 16 — (3x—1)7=0 f) (2x1 +1) = (4z +5)? 
. Rozwiąż układ nierówności. 
(32 + 1)(z — 2) >0 z(2 — 3x) > —3(x + 2) 
a) 2 b) 2 
40 —1<0 25 — 9x < 0 


. Wyznacz współczynniki a, b, c trójmianu kwadratowego y = aa” + bz +c, 


jeśli do jego wykresu należą punkty: 
a) A(0,2), B(1,0), C(—1,0), 


Przedstaw ten trójmian w postaci iloczynowej. 


7. Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów (x,y) spełniających wa- 


runki: 

a) x? <1+12i y? <4, cja 238 ly « ży, 
b) z? < 3x i yY-—y<2, d)a”-z>6 i y 3y. 
d) 

| YA I 

i | 

| | 

- i i a 
al 

OZRTME: 

(ol EEEE: 

l | I 

| | 

l | 

i i 


Sposób na zadanie W 


Jeśli w zadaniu mamy do wyznaczenia wzór funkcji kwadratowej, ale nie jest 
powiedziane, czy chodzi o postać ogólną, kanoniczną czy iloczynową, możemy 
wybrać taką, która jest dla nas najwygodniejsza. 


Przykład 1 

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli bę- 
dącej wykresem funkcji f. Wierzchołkiem tej paraboli 
jest punkt (—2,4). Wyznacz wzór funkcji f. Ile liczb 
całkowitych spełnia nierówność f(x) > ża + 27 


Wzór funkcji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzchołkiem paraboli 
jest punkt (—2,4), więc: 
f(z) = a(z + 2)” +4 
Do wykresu funkcji f należy punkt (0,2), zatem 2 = a(0 + 2)? +4 i stąd 
a = —ż4, czyli f(x) = —3(x +2)? +4. 
Rozwiązujemy nierówność: 
—4(x + 2)” +4> za +2 /-(—2) 
c? +4c0+4—8<-zr—4 


Zatem x € (—5;0), czyli nierówność tę spełnia sześć liczb całkowitych. 
Odpowiedź: f(x) = —3(x + 2)? +4, sześć liczb 


Przykład 2 

Obwód prostokąta jest równy 14, a jeden z jego boków ma długość x. Wyznacz 
wzór funkcji opisującej pole tego prostokąta w zależności od z i podaj jej 
dziedzinę. Uzasadnij, że jeśli prostokąt ten nie jest kwadratem, to jego pole 
jest mniejsze od 124. 


Długość drugiego boku prostokąta oznaczmy przez y. Wtedy 2x + 2y = 14, 
czyli y = 7 — x. Zatem pole tego prostokąta opisuje funkcja: 
P(x) =x- (7— x)= -r?° + 7x, gdzie x € (0;7) 
Wykresem funkcji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w dół 
i wierzchołku w punkcie o odciętej 1, = = = £. 
Rzędna wierzchołka: 
PQ) =- (2 +1-7==B+4$=%8= 127 


2 4 


Funkcja P przyjmuje wartość 124 dar = y= z, czyli gdy prostokąt jest 
kwadratem. Zatem dla prostokąta niebędącego kwadratem pole jest mniejsze 


od 124. 
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1.A.f(zu)=14 —10 
B. f(zw) = —8 - 0 
C. f(£u) = 

© Gin — 


4. A. A = 12 — 8V3 = 


= 144 — V192 < 0 


B. A = 12- 8v3 < 0 
C. A = 18 — 8V3 = 


= y 324 — V192 > 0 


9. A. x € (00; —1) U (4 
B. z € (—0; —1) U (3; 
C. z € (—0;-1)U(3; 
D. z € (—00; —1) U (ž; 
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> 


— 


> 


8 


zy = = V2, czyli b = —4 


W Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest prawidłowa. 


1. 


Przedział (—10; oo) jest zbiorem wartości funkcji: 
A. f(x) = 4a?” — 12a + 10, C. f(x) = 4r? - 12r — 1, 
B. f(x) =4ax? — 12x + 1, D. f(x) = 4r? — 12x — 10. 


Prosta z = v2 jest osią symetrii wykresu funkcji: 
A. f(1)=v2a?+2a—1, C. f(z)=v2x? +4m— 1, 
B. f(x) = V2a? — 20 +1, D. f(2)= VAr 404 1. 


Wykresem funkcji f jest parabola o ramionach skierowanych w dół i wierz- 
chołku położonym nad osią OX, gdy: 


A. f(x) = (2— v2) 2? — 6, C. f(z) =(1-v2)2*—6, 
B. f(a) = (2 = v2) «u? — 62, D Fir) = (1- — v2) z? — 62. 


. Dwa różne pierwiastki ma równanie: 


A. 22? — 2Y3z + V3 = 0, 
B. 2x? + 2Y3z+V3=0, 


C. 2x? — 3Y2x +V3=0, 
D. 2x? + 3Y2x + 2V3 = 0. 


Miejscami zerowymi funkcji y = 42? + bz + c są liczby 5 i —3, zatem: 
A. b= —8 i c = —60, C. b= 2i c= —8, 
B. b= —2 i c = —15, D. b= 4i c = —30. 


Wierzchołkiem paraboli danej równaniem y = (2x + 8)(3x + 6) jest punkt: 


A. (—3,—6), B. (—3,6), C. (3, —6), D. (3,6). 

Zbiór liczb rzeczywistych jest zbiorem rozwiązań nierówności: 

A. 5x7 + 4r > 0, C. 9x? + 30x — 25 > 0, 

B. —4r? —1 < 0, D. —2a? + 24a — 48 < 0. 
Zbiorem wszystkich rozwiązań nierówności 2x? > 3 jest: 

A. (-6;£), CG. ( 00; £) U (5,00), 
B. (£; 00), D. ( OO; af) U (38; 00). 
Liczba m należy do zbioru rozwiązań nierówności: 

A. 2z? — 97r — 11 > 0, C. 2z? — 5x — 7 > 0, 

B. 2z? — 7z —9 > 0, D. 2z? — 3r —5 > 0. 


Przed obowiązkową maturą z matematyki W 


E Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Rozwiąż równanie 3x(z + 3) = (x + 3}. 

Zadanie 2 (2 pkt) 

Rozwiąż nierówność 2x? + 72 > 4. 

Zadanie 3 (2 pkt) 

Rozwiąż nierówność (x + 1)(2x + 3) < (x + 1)(5— x). 

Zadanie 4 (2 pkt) 

Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f(x) = —6x + x”. 
Zadanie 5 (2 pkt) 

Oblicz najmniejszą wartość funkcji f(x) = 2(x + 3)(x — 5). 
Zadanie 6 (2 pkt) 

Zapisz w postaci iloczynowej trójmian kwadratowy y = ża” — 2a + 4. 


E Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 7 (4 pkt) 

Wykres funkcji g otrzymano przez przesunięcie wykresu funkcji f(x) = — ża” 
o trzy jednostki w lewo. Naszkicuj wykres funkcji g i odczytaj z niego naj- 
mniejszą i największą wartość tej funkcji w przedziale (—5; 1). 


Zadanie 8 (4 pkt) 
Podaj wszystkie liczby całkowite spełniające jednocześnie obie nierówności: 


z +4u<0i 1—4>0 


[D] Zadanie 9 (5 pkt) 

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli 
będącej wykresem funkcji f. Wierzchołkiem tej pa- 
raboli jest punkt (3, —1). Wyznacz wzór funkcji f 
i uzasadnij, że żadna liczba niewymierna nie speł- 
nia nierówności f(x) < —żz + $. 


[D] Zadanie 10 (6 pkt) 

Jedna z przekątnych rombu ma długość x, a suma długości obu przekątnych 
jest równa 103. Wyznacz wzór funkcji opisującej pole tego rombu w zależności 
od z. Podaj jej dziedzinę. Uzasadnij, że dla dowolnej całkowitej wartości z 
należącej do dziedziny funkcja ta przyjmuje wartość mniejszą od 2 


10. Przekątne rombu mają długości: z i 104 =T. 
Stąd pole rombu jest opisane wzorem P(x) = zz (105 — 2). 
Wyznaczamy dziedzinę funkcji: z > 0 oraz 104 — z > 0, czyli D = (0;103). 
Ramiona paraboli P(x) skierowane są ku dołowi, czyli wartość największa osiągnięta 
jest w wierzchołku. 
= BE z i 


P(63) = 3 4 (105-52)= 9.4 = 4 


Wartość największa => przyjmowana jest tylko dla £w. Zatem dla dowolnej cał- 
kowitej wartości x należącej do dziedziny funkcja ta przyjmuje wartość mniejszą 


441 
od "32 * 
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t= —3, r= 

x € (—00; —4) U (3;00) 
(x + 1)(3x — 2) < 

z € (—1; 2) 


Funkcja f maleje w (—00;3), 
rośnie w (3; oo). 


a i = S =, f(1) = -32 
y= z(z — 4)? 
. g(z) = —} (£ +3) 


Wartość największa: 0, 
wartość najmniejsza: —8. 


. «a? +da 4 O dla z € (—4;0) 


«a? —4> 0 dla 

x E€ (—00; —2) U (2; oo) 
Stąd z € (—4; —2). 
Liczby całkowite spełniające 
jednocześnie obie nierówności 
to —4 i —3. 


. Podstawiamy współrzędne 


punktu (1,0) do wzoru 
Ile) =a(f6=3]7 = 1 
Otrzymujemy a = 1, 

czyli f(x) = (z — 3) — 1. 


1(1 — 3) -1< -r+ 


x? < 0, więc jedyną liczbą 
spełniającą nierówność jest 
liczba wymierna z = 0. 


Odpowiedzi do zadań 


1. Pierwiastki równania: 


—7-v17 =7+v17 
aa a otw PL 


INVIT) x 
|=] = 2,781 


Należy zakodować: 278 
E —32>0 

dla z € (—00; —2) U (16; oo) 
x’ — 237 < 0 dla zv € (0; 23) 
Stąd x € (16; 23) 
S =17+18+19+...+23= 

= 140 

Należy zakodować: 140 
P aa 
f(æ) = (1—2—v3)*+7—2v3 
Najmniejsza wartość funkcji f: 
7 — 23 m 3,536 
Należy zakodować: 353 


5 „M6Ż) = (z 8)” 1 
GE) = (z 5) EEE 
0=-3(4+3)”+1+p 
p=$G =11,25 


Należy zakodować: 125 


- Miejsca zerowe funkcji f: 
5 . 
513. 


g(z) = (x — 5) (r — 3) = 
2% il 15 
= = zT =F Gy 

11 1 15 È 

b= D 55; c= J = (5 


. Dla x? — 2x — 3 < 0, 
czyli dla x € (—1;3) 

TO) = a a 
Dla z” — 2z—3>0, czyli dla 
zx E€ (—0o; —1) U (3; c0) 

TO= e D 

om a > 3 dla © € (0;2) 
«u? —2x—3>3 dla 


z € (—00;1 — VT) U (1 + VT; oo) 


Zatem f(x) > 3 dla 
relel- yU CAU 
U(1 + V7;00) 


7. g(z) =ax*+ba—1=a(x+1)? 


a = 1 oraz b = 2, czyli g(z) = 1*+2x—1. 
Miejsca zerowe funkcji f(x): —1, 3. 
Miejsca zerowe funkcji g(x): —1 — v2, 


ZIESYŻ 


Iloczyn dwóch wartości jest ujemny, je- 
żeli jedna z nich jest ujemna, a druga 
dodatnia. Zatem na podstawie rysunku: 
f(x)-g(x) < 0 dla z € (—0;—1—v2)U 


U(—1;—1 + v2) U (3; o0). 


um 328 7. Funkcja kwadratowa 


W Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-4 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Zakoduj cyfrę jedności oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby |a|, 
gdzie xı jest najmniejszym pierwiastkiem równania: 

(x? — 11x — 26) (2x? + Tr +4)=0 


Zadanie 2 (2 pkt) 

Niech S oznacza sumę wszystkich liczb naturalnych spełniających nierówności 
x? — 14a — 32 > 0 i z? — 23x < 0. Zakoduj cyfrę setek, dziesiątek i jedności 
liczby S. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

Wykres funkcji f otrzymujemy, przesuwając parabolę y = z? — 4x + 11 o wek- 
tor [V3, —2V3]. Znajdź najmniejszą wartość funkcji f. Zakoduj cyfrę jedności 
oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku tej liczby. 


Zadanie 4 (2 pkt) 

Liczba —5 jest jednym z miejsc zerowych funkcji f, której wykresem jest 
parabola o wierzchołku w punkcie (—3, 1). Po przesunięciu wykresu f o wektor 
[0, p] otrzymujemy wykres funkcji g, dla której jednym z miejsc zerowych jest 
liczba 4. Zakoduj cyfrę jedności oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby p. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Funkcje f(x) = 2z? — 11x + 15 i g(x) = a” + ba + c mają te same miejsca 
zerowe. Oblicz wartości współczynników b i c. 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |x? — 2x — 3|. Podaj rozwiązanie nierówności 
f(x) 23. 


Zadanie 7 (4 pkt) 

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- 
cji f(v) = ~x? + 2x + 3 i g(x) = ax? +br —1. 
Parabola będąca wykresem funkcji g ma wierz- 
chołek w punkcie (—1,—2). Podaj rozwiązanie 
nierówności f(x). g(x) < 0. 


Zadanie 8 (4 pkt) 
Dane są funkcje f(x) = ~x? + 4|z| + 1 i g(x) = x + 1. Rozwiąż graficznie 
nierówność f(x) < g(x). 


— g?’ —4r+1 dla z<0 
— g’ +4c +1 dla c>0 


2, stąd 


8. 1a-| 


f(x) < g(x) dla 
x E€ (—00; —5) U {0} U (3; oo) 
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